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1 

MATRIZES, DETERMIN ANTES E SISTEMAS LINEARES 


1.1 MATRIZES 


1.1.1 Definigao: Uma matriz A ( mxn ) de entradas reais e uma lista de m.n numeros 
organizados em uma tabela com m linhas e n colunas. 


As linhas de uma matriz sao enumeradas de cima para baixo, e as colunas sao enumeradas da 
esquerda para a direita. Urn elemento generico de uma matriz A e denotado por a onde i 
representa a linha e j representa a coluna no qual esse elemento pertence. 


a n 

a n 

•• <hn 

a 2\ 

CL 22 • 

•• a 2n 

a m\ 

a 0 

m2 

.. a 

mn 


OU A [Q-ij]mxn 


1.1.2 Exemplos: 

a) A matriz A = [aij] 3x2 onde a t j 

b) C = [5] e uma matriz lxl. 


i+je representada por A = 


~2 

3 

.4 


3' 

4 . 

5. 


1.1.3 Definigao: Duas matrizes A = [aij] mxn e B = [b ij ] rxs sao iguais, A = B, se elas tern o 
mesmo numero de linhas ( m = r ) e colunas (n = s), e todos os seus elementos correspondentes 
sao iguais (a i; - = b t j) . 


1.1.4 Classificagao de Matrizes 

a) Matriz linha e uma matriz formada por uma unica linha. 
Exemplo:A=[3 6 9], matriz do tipo 1x3 


b) Matriz coluna e a matriz formada por uma unica coluna. 


Exemplo: A = 


2 

-1 

0 

4 


, matriz do tipo 4x1 


3 
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c) Matriz zero (nula) e a matriz com todas suas entradas nulas. Uma matriz zero sempre sera 

denotada por 0 . 

. n [0 Ol 
Exemplo: 0 2X 2 = 


d) Matriz quadrada e aquela que possui o numero de linhas igual ao numero de colunas. Uma 
matriz quadrada nxn e chamada de matriz de ordem n. 


Exemplo: A = 


-2 

4 



matriz de ordem 2 


e) Matriz diagonal e toda matriz quadrada em que todos os elementos que nao pertencem a 
diagonal principal sao nulos. Caso todos os elementos da diagonal principal sejam iguais a 1, esta 
matriz e denominada matriz identidade, sendo representada por I. 



K> 

O 

O 


1 0 O' 

Exemplo: Matriz diagonal A = 

0 7 0 

0 0-2 

, ay= 0, se i A j; matriz identidade / = 

0 10 
.0 0 1. 


f) Matriz transposta e a matriz que se obtem transformando ordenadamente cada linha de A em 
coluna e vice-versa. Denota-se A T . 



"1 2 3' 


"1 6 5" 

Exemplo: A = 

6 8 4 
5 9 7 

, A — [ 0-1 j ] A — 

2 8 9 

3 4 7 


g) Matriz triangular superior e a matriz quadrada onde todos os elementos abaixo da diagonal 
principal sao nulos (ay = 0, para i > j). Ja na matriz triangular inferior, todos os elementos acima 
da diagonal principal sao nulos (ay = 0, para i < j). 

Exemplo: As matrizes S e F sao triangulares superior e inferior, respectivamente, dadas por 


a 

b 

c 


X 

0 

0 " 

0 

d 

e 

, F = 

y 

z 

0 

0 

0 

/ 


w 

r 

s 


h) Matriz simetrica e uma matriz quadrada onde a tj = a jt . 
Propriedade: Uma matriz M e simetrica 4=> M = M l 

a b c 
b d e 
c e f 


Exemplo: 
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i) Matriz anti-simetrica e uma matriz quadrada onde a = - a n . 
Propriedade: Uma matriz M e anti-simetrica <=> M = -M f 


Exemplo: 



b 

d 


c 

e 


-c -e f 


1.1.5 Operagoes com matrizes 

a) Adicao e subtracao: A adigao e subtragao de duas matrizes A e B, do mesmo tipo, e efetuada 
somando-se os seus elementos correspondentes. 

i) C = A + B <^> ctj = atj + bij, com i e {1,2 , ej e {1,2, 

ii) C = A — B <=> Cij = ciij — bij, com i e {1,2, ej 6 {1,2, 


b) Multiplicagao de um numero real por uma matriz: multiplica-se todos os elementos da matriz 
pelo numero. 

B = k-A <=> bij = k-aij, com /t El, i e e jE{l,2,-,n}. 


r3 

Exemplo: Se A = [ 


e 


k = 3, entao 3 ■ A = 



c) Produto de matriz por matriz 

Dada uma matriz A = (a i; -) e uma matriz B = (, b i; -) denomina-se produto de A por B a matriz 


C = {cij) , tal que o elemento e a soma dos produtos dos elementos correspondentes da i- 
esima linha de A pelos elementos da j-esima coluna de B. Neste caso, AB = C, onde 


c. = £a i( b k| 


k=1 


A condigao para que o produto entre matrizes seja realizado e que o numero de colunas da primeira 
matriz tern que ser igual ao numero de linhas da segunda matriz. 


A R — r 

ri mxn u nxr ^ mxr 


Observagao: Em geral AB A BA, mesmo para matrizes quadradas de mesma ordem. 



1 -1 1 


1 2 3' 

1.1.6 Exemplo: Sejam A = 

-3 2 -1 

-2 1 0 . 

e B = 

2 4 6 

.1 2 3. 



0 

0 

0 


-11 

6 

-r 

Entao AB = 

0 

0 

0 

= 0 3x3 e BA = 

-22 

12 

-2 


.0 

0 

0 . 


-11 

6 

- 1 . 


Note que AB = 0, sem que A = 0 ou B = 0. 
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1.1.7 Propriedades matriciais 

Supondo que os tamanhos das matrizes A, B, C sao tais que as operagoes indicadas podem ser 
efetuadas, valem as seguintes propriedades. 

Considere a, b, c numeros reais e I e 0, as matrizes identidade e nula, respectivamente. 

(a) A + B = B + A Comutatividade da adigao 

(b) A + (B + C) = (A + B) + C 

(c) A(BC) = (AB)C 

(d) A(B ± C) = AB ± AC 

(e) (A ± B)C = AC ± BC 

(f) a(B ± C) = aB ± aC 

(g) (a ± b)C = aC ± bC 

(h) a(bC) = (ab)C 

(i) a(BC) = (aB)C = B(aC) 

(j) (A*) 1 = A , ou seja, a transposta da transposta da matriz A e igual a matriz A. 


Associatividade da adigao 
Associatividade da multiplicagao 
Distributividade a esquerda 
Distributividade a direita 


(k) (A ± B)' = A* ± B* 

(l) (AB)' = B’A 1 

(m) Al = I A = A 

(n) AO = OA = 0 


1.1.8 Matriz inversa 

Uma matriz quadrada A de ordem n e inversivel se, e somente se, existir uma matriz B tal que 
AB = BA = l n , onde l n e a matriz identidade de ordem n. 

Desta forma, para a matriz B, utiliza-se a seguinte notagao: B = A' 1 (le-se B e igual a inversa de A). 


Nota: Pode ser utilizado a palavra invertivel no lugar de inversivel. 


♦ 


Exercicio: Verifique que as matrizes A = 




2 

1 


sao inversiveis entre si. 


rl 2^ 

1.1.9 Exemplo: Mostre que a matriz M = y J nao e inversivel. 
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[W x-\ 

Resolucao: Suponha que M tenha como inversa M = y z j. Da equapao MM' = I segue que 

1 01 


1 2 
2 4 


w x 

y z 


i=G a- 


da qual obtem-se as equapoes 


w + 2y = 1 
x + 2z = 0 
2 w + 4y = 0 
2x + 4z = 1 

Subtraindo duas vezes a primeira equapao da terceira, obtem-se 0 = -2 (Absurdo!). Logo nao 
existe solupao para o sistema. 


1.1.10 Definigao: O determinante da matriz A e denotado por det(A). 
a) Se A = [a] e uma matriz de ordem 1 entao det(A) = a. 


b) Se a = 


^ 61^2 
Cl 1 -) | 


uma matriz de ordem 2 entao det(A) = a n a 


22 ^ 12 ^ 21 ' 


•*21 t * 22 _ 

Posteriormente, sera abordado o calculo do determinante de uma matriz de ordem n > 2. 


1.1.11 Exemplo: Determine a inversa da matriz A = 

Resolupao: Esta matriz tern inversa, pois det(A) A 0. 
Procuremos sua inversa tal que A.B = I e B.A = I. 


6 2 
11 4 


[ a e impondo a primeira condipao temos, 

"6 2" 

a b 

— 

"l 0" 

L c di 

11 4 

c d 


0 1 


6 a + 2 c 6b + 2d 
11a + 4c 1 lb + 4d 


1 0 
0 1 


f 6a + 2c = 1 [ 6b + 2d = 0 

Portanto, { e 1 „ 

1 la + 4c = 0 1 lb + 4 d = 1 


Resolvendo os sistemas, resulta em: a = 2, b = -1, c = -1 1 / 2, d = 3 

r 6 2i r 2 - ii r i oi 

Teremos entao, A.B = . -n = , ou seia, A.B = I. 

11 4 ] — 3 L° i J 

Tambem vale B.A = I (Verifique!). 


Portanto, B = 


2 -l 
3 

2 


e a matriz inversa de A. 
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♦ Exerci'cio: Dado a matriz A = ^ tal que ad - be * 0, determine a inversa A A 


Sugestao: Seja M = Encontre a inversa A 1 resolvendo o sistema AM = I, onde lea 

matriz identidade. Posteriormente, confira se MA = I. 


Resposta: A 1 = — [ d b 

r det(A) L —C a 


1.1.12 Regra geral: Se A = \ a e ad - be + 0 entao A 1 = — - — [ d b 

M 3 VC di ad-bcV-c a 


1.2 DETERMIN ANTES 

A seguir, serao abordados: 

s definigao de determinantes para matrizes de ordem 3; 

s metodo de calculo de determinantes para matrizes n x n (desenvolvimento de Laplace); 
s propriedades de determinantes; 
s calculo de determinante por escalonamento. 


1.2.1 Determinantes de matrizes de ordem 3 


A regra de Sarrus e urn metodo para o calculo do determinante de matrizes quadradas de ordem 3. 
Seja a matriz 


a ll 

a 12 

a 13 

a 21 

a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

a 33 


O determinante e dado, segundo a regra de Sarrus por 


det(A) = 


Ct~\ i Ct~\ 


flj3 

fl 23 


- [( a ll a 22 a 33) + ( a 12 a 23 a 3l) + ( a 13 a 21 a 32)] [( a 13 a 22 a 3l) + ( a 12 a 21 a 33) + ( a ll a 23 a 32)] 

Uma forma pratica de calcular o determinante por esta regra consiste em comegar por escrever a 
direita da matriz as duas primeiras colunas da mesma 
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Somando-se entao os produtos dos elementos das diagonals (em linha continua) e subtraindo-se 
os produtos dos elementos das outras diagonals (em linha pontilhada), tem-se o determinante de 


♦ 


Exerci'cio: Calcule o determinante da matriz A= 


-12 3 

0 1 4 

-2 -3 5 


Resposta: det(A) = -27 


1.2.2 Desenvolvimento de Laplace 

Definigdes: Seja A=[a (J ] uma matriz de ordem n, com n > 2. Entao: 

a) Cij e o elemento da matriz dos cofatores de A, representado pelo escalar C t j = (-1 ) i+i Dij, em 
que Dij e o determinante da matriz A retirando a i-esima linha e a j-esima coluna. 

b) o determinante de A e o escalar 

cLetA — cindetDn — a 12 detD 12 + — I- (— l) 1+n a ln detD ln — £" =1 (— 1 ) 1+J aydetAy (I) 


♦ Exerci'cio: Verifique que esta definigao fornece corretamente a formula para o determinante 
de uma matriz de ordem 2. 


1.2.3 Exemplo: Considere a matriz A=[a;j] de ordem 3, o calculo do determinante, usando os 
termos da 1- linha, e dada por: 


det(A)= 


a ll 

a 12 

a 13 

a 21 

a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

a 33 


= a i l^—'i l + a^C 


12M2 


l 13M3 


A definigao (I) e frequentemente referida como a expansao de cofatores pela primeira linha. O fato 
interessante e que podemos obter o mesmo resultado com a expansao de cofatores por qualquer 
linha ou mesmo por qualquer coluna. Este fato da origem ao Teorema da Expansao de Laplace. 
Para mais detalhes deste teorema veja o livro de Poole (2004), citado como bibliografia. 
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O termo C i; - = (-l)‘ +7 D i; - e igual, a menos do sinal mais ou menos, ao determinante menor 
complementar correspondente, sendo o sinal correto dado pelo termo (-l) i+ A Uma forma rapida 
para determinar se o sinal e + ou - e lembrar que os sinais compoem urn padrao de urn “tabuleiro 
de xadrez”: 

+ - + - — 

- + - + — 

+ - + - — 

- + - + - 


1.2.4 


Exemplo: Calcule o determinante da matriz A= 


5 2 
0 2 
5 4 
3 1 


1 3 
0 -1 

2 2 

4 3 


Observagoes: 

1) O calculo do determinante de matrizes com ordem maior do que 3 so e possivel usando o 
teorema de Laplace. 

2) Para usar o teorema de Laplace, neste exemplo, a melhor escolha e a linha 2, pois e a linha ou 
coluna que se apresenta maior numeros de zeros. 


Resolugao: Escolhendo os termos da segunda linha tem-se: 

5 2 13 

detfA) = 0 2 0 - 1 | = 0-C 21 +2-C 22 +0-C 23 + (-l)-C 24 = 2-C 22 -C 2 4 
5 4 2 2 

3 14 3 

Entao, necessitamos calcular os cofatores C 22 e C 2 4 


^22 — ( 1) + D 2 2 - D 22 - 


C 2 4 — (—1) + D 24 - D 24 - 


5 1 3 

5 2 2 = [30+6+60]-[1 8+40+1 5] = 96-73 = 23 

3 4 3 

5 2 1 


5 4 2 

3 1 4 


= [80+1 2+5]-[1 2+1 0+40] = 97-62 = 35 


Portanto, detfA) = 2 ■ C 22 - C 24 = 2-23-35 = 46-35 = 1 1 


♦ Exerci'cio: Calcule 0 determinante da matriz A = 


5-3 2 
1 0 2 
2-13 


utilizando: 


a) expansao de cofatores pela 3- linha; 
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b) expansao de cofatores pela 2- coluna. (Resposta: det(A) = 5) 


1.2.5 Teorema: Uma matriz quadrada A e inversivel se, e somente se, o determinante de A for 
diferente de zero. 

1.2.6 Propriedades da matriz inversa 

Sejam A e B matrizes inversiveis de mesma ordem. Entao valem as propriedades: 

(i) (A-y = A 

(ii) (AB)" 1 = B 'A 1 

(iii) (AV = (A' 1 ) 1 

A inversa da transposta e a transposta da inversa 


1.2.7 Propriedades dos determinantes 

i) O determinante de uma matriz A nao se altera quando se trocam todas as linhas pelas colunas, 
na mesma ordem, ou seja, det(A) = det(A'). 


Exemplo: 

1 3 4 
0 7 5 



1 0 4 
3 7 3 


4 3 2 


4 5 2 


ii) Se na matriz A, duas linhas (ou duas colunas) tern seus elementos correspondentes 
proporcionais, o determinante e nulo (numa matriz A, dois elementos sao correspondentes quando, 
situados em linhas diferentes, estao na mesma coluna, ou quando, situados em colunas diferentes, 
estao na mesma linha). 

1 2 3 I 

Exemplo: 2 4 6 =0, ( U=2 L 1 ) 

I 4 5 l \ 


iii) O determinante de uma matriz triangular e igual ao produto dos elementos da diagonal principal: 


a ll a 12 a 13 

0 a 22 a 2 3 

0 0 a 33 


a ll a 22 a 33 


iv) det(AB) = det(A) . det (6) 

Exemplo: SeA =ll 8l eB = G q ] entao: AB 


f 1 

3 

-4 

5 1 

_ [10 

5 1 

h 

8 

2 

oJ 

L24 

10J 
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det(A) = 2, det(fi) = — 10 e det(AB) = — 20 = det(A) . det(B). 


1.2.8 Metodo para calculo de determinante (por escalonamento) 

A maneira mais eficiente para calcular determinantes e utilizando escalonamento de linhas. No 
entanto, nem toda operapao elementar com linhas (ou colunas) deixa inalterado o valor do 
determinante de uma matriz. O proximo teorema resume as principals propriedades que sao 
necessarios para usar o escalonamento de linhas (ou colunas) de forma eficaz. 


1.2.9 Teorema 

Seja A = [ ay ] uma matriz quadrada. 

a) Se A possui uma linha (ou coluna) constituida de elementos todos nulos, entao det A = 0. 


Os seguintes determinantes sao nulos: 

5 3 l 
0 0 0 

e 

1 3 0 
0 7 0 


2 3-9 


4 3 0 


b) Trocando-se entre si duas linhas (ou colunas) de A, o determinante muda de sinal. 


a \ 

b i 

C 


a { 

b i 

c i 

a 2 

b 2 

c 2 

= - 

d 3 

b i 

C 3 

a 3 

b 3 

c 3 


^2 

b 2 

c 2 


c) Se A tern duas linhas (ou duas colunas) iguais, o determinante e nulo. 


1 2 3 
1 2 3 
4 0 5 


- 0 , 


(Li=L 2 ) 


d) Quando se multiplicam por urn numero real todos os elementos de uma linha (ou coluna) da 
matriz A, o determinante fica multiplicado por esse numero: 


a l 

b l 

C 1 


a i 

b l 

C 1 

ka 2 

kb 2 

kc 2 

= k 

a 2 

b 2 

^2 

a 3 

b 3 

c 3 


a 3 

b 3 

c 3 



"l 3 4" 


"4 12 16" 

1.2.10 Exemplo: Sejam 

0 2 2 
0 0 3 

e b = 

0 2 2 
0 0 3 


Como essas matrizes se diferenciam 


apenas pela primeira linha, onde os elementos da 1 a linha de B sao multiplos da 1 a linha de A 
(k=4), entao det(B) = 4det (A). 
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e) Se cada elemento de uma linha (ou coluna) de A pode ser escrita como soma de duas parcelas, 
o determinante de A pode ser expresso sob a forma de uma soma dos determinantes de duas 
matrizes. Por exemplo: 


a l 

bi+ci 


a i 

b l 

+ 

a l 

C 1 

— 

a 2 

b 2 +c 2 


a 2 

b 2 


a 2 

c 2 


f) Urn determinante nao se altera quando se somam aos elementos de uma linha (ou uma coluna) 
da matriz A, os elementos correspondentes de outra linha (ou coluna) previamente multiplicados 
por urn numero real diferente de zero: 


a l 

b l 

C 1 


a l 

b i 

Cl 

a 2 

b 2 

c 2 

= 

a 2 + kaj 

b 2 +kb[ 

c 2 + kcj 

a 3 

b 3 

C 3 


a 3 

b 3 

c 3 


1.2.11 Exemplo: Calculando o determinante: 

12 1 
0 2-3 

5 9 1 


= -11 


No proximo determinante, a nova linha L 2 recebe a linha L 2 mais 3 vezes a linha L t . 


1 

2 

1 


1 

2 

1 

(0 + 3-1) 

(2 + 3-2) 

(-3 + 3 ■ 1) 

= 

3 

8 

0 

5 

9 

1 


5 

9 

1 


= 35 - 46 = -11 


Obtem-se assim o mesmo resultado, conforme o item (f) do teorema. 


Observagoes: Como a forma escalonada de uma matriz quadrada e necessariamente triangular 
superior e o determinante dessa matriz e o produto dos elementos da diagonal principal, pode-se 
combinar as propriedades do teorema (itens a ate f) para calcular determinantes de maneira 
eficiente. 


Para as operagoes elementares com as linhas utilizam-se as seguintes notagoes: 

1 . Trocar duas linha de posigao. Notagao: L t «-» L ; (Esta operagao muda o sinal do determinante) 

2. Multiplicar uma linha por uma constante nao nula. Notagao: aL t 

3. Somar a uma linha por urn multiplo de uma outra. Notagao: L t + aLj 


1.2.12 Exemplo: Calcule o det(A) utilizando o processo de escalonamento por linhas. 


0 2 -4 5 - 

3 0 -3 6 

2 4 5 7 

-5 -1 -3 1 


13 
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det(A) = 


0 2-45 


3 0-36 


10-12 

3 0-36 

(Li~L 2 ) (- 1 ) 

0 2-45 

<A> ( “ 3) 

0 2-45 

2 4 5 7 

5-1-3 1 

2 4 5 7 

5-1-3 1 

2 4 5 7 

5-1-3 1 


(L 3 - 2L t ) 
(L4-5L,) 


(- 3 ) 


1 

0 

-1 

2 



1 

0 

-1 

2 

0 

2 

-4 

5 

= 

-(-3) 

0 

-1 

2 

-9 

0 

4 

7 

3 

(L 2 L 4 ) 

0 

4 

7 

3 

0 

-1 

2 

-9 



0 

2 

-4 

5 


(L 3 + 4L 2 ) 
(L 4 +2L 2 ) 



1 

0 

-1 

2 

Q 

0 

-1 

2 

-9 

o 

0 

0 

15 

-33 


0 

0 

0 

-13 


3.1. (-1). 15. (-13) = 585 


Caso queira operar com as colunas, troque L por C nas notapoes: 

(a) troca de duas posipoes (C t C ; ); (b) multiplicapao de coluna por uma constante (aQ); soma de 
uma coluna por urn multiplo de uma outra (C t + aCj). 


1 .2.13 Teorema: Se a e inversivel entao det(A *) = —A — 

v J det pi) 

Demonstrapao: Como A e inversivel, AA _1 = /, logo, det(AA _1 ) = det(7) = 1. Portanto, 
( detA ). (det A -1 ) = 1. Ja que det (A) ^ 0 entao det(A _1 ) = -A—. 


1.2.14 Definigoes: Uma matriz quadrada A = [a i j\ cujo determinante e nulo e uma matriz 
singular. 

Caso o det (A) =£ 0, a matriz A e denominada matriz nao singular ou regular. 


1.2.15 Exemplo: Como 


det(A) = 

1 4 7 

2 5 8 

= 0 e dct(fi) = 

'3 2 f 
5 2 2 


3 6 9 


3 1 3 


entao A e uma matriz singular e B e nao-singular. 


1.2.16 Operapoes elementares em matrizes 
Um processo de inversao de matrizes 

O processo pratico de inversao de matriz, que sera apresentado a seguir, e baseado nas 
operapoes com as linhas de uma matriz. A ideia e efetuar operapoes linha em A e / 
simultaneamente, isto e, executar operapoes na matriz [A | / ]. Caso as operapoes nas linhas da 
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matriz [A\I] resulte na matriz [I | A -1 ], obtem-se um metodo para o calculo da inversa de A, 
denominado metodo de eliminapao de Gauss-Jordan. 

Operapoes elementares em matrizes 

I) Permutapao de duas linhas (L; Lj). 

II) Multiplicapao de todos os elementos de uma linha por um numero real diferente de zero (aLi). 

III) Substituipao dos elementos de uma linha pelo produto de um numero real diferente de zero 
pelos elementos desta linha somado aos elementos correspondentes de outra linha, previamente 
multiplicadas por um numero real diferentes de zero {L t aLi + /?L y ). 


1.2.17 Equivalence entre matrizes 

Dadas as matrizes A e B, de mesma ordem, diz-se que a matriz B e equivalente a matriz A, e se 
representa por A~B, se for possivel transformar A em B por meio de uma sucessao finita de 
operapoes elementares. 

1.2.18 Calculo da matriz inversa utilizando o metodo de Gauss-Jordan 

O metodo de Gauss-Jordan para o calculo da inversa consiste em utilizar operapoes elementares e 
a propriedade de matrizes equivalentes para transformar [A \I n ) em [I n | A -1 ]. 


1.2.19 Exemplo: 


Verificar se a matriz A= 


2 

4 

2 


1 

2 

5 


3 

2 

3 


e singular, caso nao seja, determinar a inversa A " 1 usando 


operapoes elementares. 


Resolugao: 

Como det(A) = 32 =£ 0 entao a matriz e inversivel. 

Para determinar a matriz inversa, vamos usar as operapoes elementares e a 


"2 

1 

3 


1 

0 

o' 



'2 

1 

3 

1 

0 

o" 

4 

2 

2 


0 

1 

0 


(L 2 ^2 — 2Lj) 

0 

0 

-4 

-2 

1 

0 

2 

5 

3 


0 

0 

1 


( L 3 <- Li - L - l ) 

0 

4 

0 

-1 

0 

1 

'2 

1 

3 


1 

0 

o' 


'8 

0 

12 

5 

0 


0 

4 

0 


-1 

0 

1 

( L x 4 L x - L 2 ) 

0 

4 

0 

-1 

0 

1 

0 

0 

- 

4 


-2 

1 

0 


0 

0 

-4 

-2 

1 

0 


(L 2 L 3 ) 


(Li <- L r + 3 L 3 ) 


15 
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"8 

0 

0 

-1 

3 -1 

(Li «- LJ. 8) 
(A 2 l 2 /4) 

"l 

0 

0 

-1/8 

3/8 

— 1/8 

0 

4 

0 

-1 

0 

1 

0 

1 

0 

-1/4 

0 

1/4 

0 

0 

-4 

-2 

1 

0 

(L 3 -L 3 /4) 

0 

0 

1 

1/2 

-1/4 

0 


Como foi dito acima, transformamos [A | 

l n ] em 

[In 

\A ~ 1 

Portanto: 

-1/8 

3/8 

-1/8 

A _1 = 

-1/4 

0 

1/4 


1/2 - 

-1/4 

0 


1.2.20 Calculo da matriz inversa utilizando o metodo da matriz adjunta 

Dada uma matriz A, lembre-se que a matriz dos cofatores e C = [c y ] onde c y = (-1 ) i+j D ij e D tj e 
o determinante da matriz A retirando a i-esima linha e a j-esima coluna. 


1.2.21 Definigao: Dada uma matriz quadrada A, denomina-se matriz adjunta de A a transposta 
da matriz dos cofatores de A. 

Notagao: adj(A) = C T 


O seguinte teorema fornece mais urn metodo de calcular a inversa de uma matriz. 


1.2.22 Teorema: Se a matriz quadrada A admite inversa entao A 1 = 

Em outras palavras, a inversa A -1 , se existe, pode ser calculada pelo inverso do determinante de A 
vezes a matriz transposta dos cofatores de A. 

[ A On 

J utilizando o metodo da matriz adjunta. 

Resolugao: A inversa de A existe pois det(A) = 2^0. Agora calculando a matriz dos cofatores e a 
matriz adjunta de A tem-se: 

c = [ _ 4 2 - i 1 ], ad m = C T = [_\ 1 f ] 

Entao 

r 2 -l 

[—11/2 3 


A 


-l 


( let (A) 


[ 4 “ 2 1 = 
L— 11 6 J 


♦ Exerci'cio: Utilize o metodo da matriz adjunta para calcular a inversa da matriz 
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Resposta: A matriz dos cofatores e 



1 2 

-1 

A = 

2 2 

4 

-18 10 

.1 3 

4 1 

-3. 

3 -2 

. 10 -6 

1 1 



1.3 SISTEMA DE EQUAQOES LINEARES 

1.3.1 Equagoes lineares 

Uma equagao linear em n variaveis x lt x 2 , ... , x n e uma equagao do tipo 

a l x l + •" + CL n x n — b, 

onde a 1( a 2 , ... , a n , b sao constantes reais. 

Os valores (raizes) das variaveis que verificam a equagao constituem o conjunto de solugoes. 


1.3.2 Sistema de equagoes lineares (SEL) 

Um sistema de equagoes lineares e urn conjunto de equagoes lineares da forma: 


*11*1 +«12*2 + -" + «i „ X n = b i 

a 2l x l +a 22 x 2 + --- + a 2n x n =b 2 


a m i x i + a m 2 x 2 + • • ■ + a mn x n = b n 


(*) 


sendo e b t constantes reais. 

Na forma matricial tem-se que AX = B, onde 


a n 

a i2 

' a in 


X\ 



I 

J3- 
l 

a 2l 

®22 

a 2n 

X = 

X 2 

e 

B = 

b 2 

a , 

L ml 

a m2 ‘ 

■■ a mn_ 


1 

* 

3 

1 



1 

3 

1 


A solugao do sistema (*) e o conjunto solugao, de modo que 

A 



satisfaz (*), se verifica quando x } = sj V j. 
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Observagao: Caso todos os termos independentes sejam nulos {b t = 0), o sistema (*) e 
denominado homogeneo. Na forma matricial fica AX = 0, em que 0 e a matriz coluna. Todo sistema 
homogeneo admite a solugao X = 0, denominada, solugao trivial, em que x t = 0, V i. 

1.3.3 Classificagao do SEL 

Sistema possivel ou compati'vel e o SEL que admite solugao. 

Sistema impossi'vel ou incompati'vel e o SEL que nao admite solugao. 

O sistema possivel se divide em outras duas classes: 

Sistema possivel e determinado e o SEL que admite uma unica solugao. 

Sistema possivel e indeterminado e o SEL que admite mais de uma solugao (na verdade, 
admite infinitas solugoes). 


Seja urn sistema de 2 equagoes com 2 incognitas pode-se considerar tres possibilidades de 
representagao grafica: 

(a)Uma unica solugao (b)Nao admite solugao (c)Infinitas solugoes 




Para urn sistema de 3 equagoes e 3 incognitas, considere as seguintes representagoes, entre 
outras possibilidades (P l5 P 2 e P 3 sao pianos). 

(a)Uma unica solugao (b)Nao admite solugao (c)Infinitas solugoes 





1.3.4 Exemplos: 

Resolver e classificar os sistemas: 
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|2x + 3y = 18 x(3) _ 

[3x + 4y = 25 x(-2)^ 


[6x + 9y = 54 (Eq. 1) 

|-6x-8y = -50 ( Eq.2 ) 


=> (Eq.1) + (Eq.2) => 


y=4 


Substituindo o y na 1 a equagao: 2x+3-4=18 => x=3 

Portanto, a solugao e S = e a classificagao e compativel (ou possivel) e determinado (uma 
unica solugao) 


|4x + 2y = 100 x(2) 

[8x + 4y = 200 x(-l)^ 


J 8x + 4y = 200 (Eq. 1) 
j-8x-4y = -200 (Eq.2) 


=> (Eq.1) + (Eq.2) => 0x=0 ou 0y=0 


As duas equagoes, na verdade, sao iguais. Entao a solugao e dada apenas por uma, ou seja, 
4x+2y=100 y=50-2x. 

x 

50 — 2x 

e indeterminado(uma infinidade de solugoes) 


| , Vx e /? j e a classificagao e compativel(ou possivel) 


Portanto, a solugao e dada por S = jj 


f3x + 9y = 15 (Eq. 1) 

c) \ (Eq.1) - (Eq.2) => 0 x+0 y=3 ou 0 x=3 ou 0 y=3 

[3x + 9y = 12 (Eq.2) 

Concluimos que nao existe x tal que 0 x=3. 

Portanto, a solugao e dada por S = 0 e a classificagao e incompativel (ou impossivel) 


1 .3.5 Sistemas equivalentes 

Dois sistemas de equagoes lineares sao equivalentes quando admitem a mesma solugao. 

As operagoes elementares efetuadas nas matrizes tambem podem ser usadas em sistemas de 
equagoes lineares. Desta forma, dois sistemas de equagoes lineares sao equivalentes se diferem 
por uma operagao elementar. 

1 .3.6 Metodo da matriz inversa 

Dado urn sistema de equagoes lineares na forma matricial AX = B, onde A e uma matriz inversivel. 
Multiplicando a equagao matricial por A -1 pela esquerda, temos: 

A~ 1 (AX) = A~ 1 B => (A~ 1 A)X = A~ 1 B => IX = A~ X B => X = A~ X B 
Este metodo resolve apenas sistemas possiveis e determinados com n equagoes e n variaveis. A 
seguir e apresentado urn sistema com 2 equagoes e 2 variaveis. Posteriormente, sera discutido 
este metodo com mais detalhes na Regra de Cramer. 


1.3.7 Exemplo: 
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2x + 4y = 22 

Resolva o sistema 

[5x — 1 5y = -20 


Resolugao: 

Na forma matricial tem-se AX=B, em que A= 


2 

5 


4 

-15 



X 


' 22 " 

x= 

_y_ 

e B= 

-20 


A matriz inversa da matriz A e 


A~' =- 


50 


15 4 
5 -2 


Portanto: X=A _1 B= 1 

'15 4 ' 

' 22 ' 

1 

' 15- 22 + 4- (-20) ' 

1 

" 250 ' 

= 

"5 

50 

_ 5 -2 

- 20 

50 

5 -22 + (-2) -(-20) 

50 

150 


3 


Conjunto solugao: S = |^]j. 


METODOS PARA RESOLVER SISTEMAS DE EQUAgOES LINEARES 

Os metodos para resolver sistemas de equagoes lineares serem apresentados sao: 
s Metodo de eliminagao de Gauss (forma escalonada de AB) 

s Uma variante do metodo de eliminagao gaussiana e o metodo de eliminagao de Gauss- 
Jordan, gerando uma matriz na forma escalonada reduzida de AB. 
s Regra de Cramer (Se det A nxn =£ 0 entao a solugao e X - A~ 1 B) 

1.3.8 Metodo de eliminagao de Gauss 

Ha duas matrizes importantes associadas a urn sistema linear: a matriz dos coeficientes e a matriz 
ampliada, sendo esta composta pela matriz dos coeficientes acrescentada de uma coluna 
contendo os termos constantes. 

Para o sistema 

2x + y — z = 3 
x + 5z = 1 
—x + 3y — 2z = 0 

a matriz ampliada e 

' 2 1 —1 | 3 

1 0 5 | 1 

-1 3 —2 | 0_ 

O procedimento de resolugao de sistema de equagoes lineares, que sera abordado a seguir, e 
baseado na ideia de reduzir a matriz ampliada do sistema a uma forma que possa ser resolvida por 
substituigao de tras para a frente. O metodo e direto no sentido de que leva diretamente a solugao, 
se existir, em urn numero finito de passos. 
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Quando se consegue um formato de escada nos elementos nao nulos da matriz final, a solugao e 
direta. 


1.3.9 Exemplo: As seguintes matrizes estao na forma escalonada por linhas: 


2 4 1 


1 0 1 


112 1 


0-2 3 


0 15 


0 0 15 


~o 

o 

o 


.0 0 4. 


.0 0 0 0. 



0 

3 

0 

0 


-1 

5 

0 

0 


3 4 ' 

2 2 
7 0 

0 - 2 - 


A palavra escalonar vem da palavra latina scala, que significa “escada” ou “degraus”. Escalonar 
uma matriz significa dar a ela a forma de escada. 


1.3.10 Definigao: As seguintes operagoes elementares com as linhas podem ser realizadas 
em uma matriz: 

1 . Trocar duas linha de posigao. Notagao: L t L ; 

2. Multiplicar uma linha por uma constante nao nula. Notagao: L t <- aL t 

3. Substituir uma linha pela soma do multiplo dessa linha com o multiplo de outra linha. Notagao: 

Lj (3Li + ocLj 

Quando uma redugao por linhas e aplicada a matriz ampliada de uma sistema de equagoes 
lineares, cria-se um sistema equivalente que pode ser resolvido por substituigao de tras para a 
frente. O processo inteiro e conhecido como metodo de eliminagao de Gauss ou metodo de 
eliminagao gaussiana. 


1.3.11 Exemplo: Resolva o sistema 

x 1 + x 2 + x 3 = 3 
2x 1 + 3x 2 +x 3 = 5 
x x — x 2 — 2x 3 = —5 

Resolugao: A matriz ampliada e 

ri l l I 3 

2 3 1 | 5 

.1 -1 -2 j -5. 

Reduzindo a forma escalonada por linhas: 


1 

1 1 

1 3 


111 

3 ' 

2 

3 1 

1 5 

(L 2 *— L 2 — 2L 1 ) 

0 1-1 

-1 

1 

-1 -2 

1 -5. 

(L 3 <- L 3 - L x ) 

.0 -2 -3 

-8. 

1 

1 1 I 

3 ' 




0 

1 -1 | 

-1 




0 

0 -5 1 

-10. 
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O sistema correspondente e 


x x + x 2 + x 3 = 3 
x 2 -x 3 = -1 
— 5x 3 = —10 

Apos a substituipao de tras para a frente tem-se a solupao 



2x + 4y = 16 

1 .3.1 2 Exemplo: Resolver e classifique o sistema <J 5 X - 2y = 4 

10x - 4y = 3 

Resolupao: Reduzindo a forma escalonada por linhas a matriz ampliada do sistema tem-se: 


■ 2 4 

16 


■ 1 2 

8 



1 

2 I 

8 ' 

5 -2 

.10 -4 

4 

3 . 

(Li <- LJ 2) 

5 -2 

.10 -4 

4 

3 . 

(A 2 
(A3 

«- L 2 - 5 Li) 
h-lOLJ 

0 

.0 

-12 | 
-24 ] 

-36 
-77 . 


(L 2 «- -L 2 / 12) 


1 2 
0 1 


8 

3 

-5 


(l 3 «- l 3 - 2 l 2 ) Lo 0 
Como Ox + Oy = -5, entao nao existe x e y tais que satisfapa esta equapao. 
Portanto: S = 0 e o sistema e impossivel. 


1.3.13 Definigao: O posto de uma matriz e o numero de linhas nao nulas de qualquer uma de 
suas formas escalonadas por linhas. 

1.3.14 Teorema (Teoremado posto) 

Seja A a matriz dos coeficientes de urn sistema de equapoes lineares com n variaveis. Se o 
sistema admite solupao entao o 

numero de variaveis livres = n — posto (A) 


1.3.15 Exemplos: Sejam as seguintes matrizes ampliadas escritas na forma escalonada por linhas. 
Identifique qual e o posto da matriz dos coeficientes e o numero de variaveis livres. 

O posto da 


a) A forma escalonada da matriz M = 

11 1 

2 3 1 

3 1 
5 

e 

11 1 
0 1-1 

1 3 ' 

I -1 


.1 -1 -2 

-5J 


.0 0 51 

10 . 


matriz dos coeficientes e 3 e o numero de variaveis livres e n - posto = 3-3 = 0. 
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b) A forma escalonada da matriz N = 

1-1 -12 
2-2 -13 

1 

3 

e 

1 -1 -1 2 
0 0 1-1 

1 

1 


-1 1 -10 

-3. 


.0 0 0 0 

oJ 


posto da matriz dos coeficientes e 2 e o numero de variaveis livres e n - posto = 4-2 = 2. 


1.3.16 Metodo de eliminagao de Gauss-Jordan 

Uma modificagao do metodo de eliminagao de Gauss simplifica bastante a fase de substituigao de 
tras para a frente. Essa variante, conhecida como metodo de eliminagao de Gauss-Jordan, baseia- 
se em reduzir ainda mais a matriz ampliada. 

1.3.17 Definigao: A matriz A, do sistema AX = B, esta na forma escalonada reduzida (por 
linhas) se ela satisfaz as seguintes propriedades: 

a) Todas as linhas nulas da matriz ocorrem abaixo das linhas nao nulas. 

b) O pivo (primeiro elemento nao nulo da linha) de cada linha nao nula e 1 . 

c) O pivo de uma linha sempre esta a direita do pivo da linha anterior. 

d) Se uma coluna contem urn pivo entao todos os outros elementos da coluna sao nulos. 

Se satisfazer todas essas propriedades entao a forma escalonada reduzida da matriz A e unica. 


As seguintes matrizes estao na forma escalonada reduzida: 





1 

2 

0 

0 

-3 

1 

o- 

1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 

4 

-1 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

0 

1 

3 

-2 

0 

.0 

0 

1 . 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 




0 

0 

0 

0 

0 

0 

0- 


1.3.18 Exemplo: Resolva o sistema 

w — x — y + 2z =1 
2 w — 2x — y + 3z = 3 
—w + x — y = —3 

Resolugao: Reduzindo a forma escalonada a matriz ampliada do sistema obtem-se: 


1 

-1 -1 

2 

1 

1 



1 -1-1 2 I 

1 ' 

2 

-2 -1 

3 

1 

3 


(L 2 <- L 2 — 2 L x ) 

00 1 -1 1 

1 

-1 

1 

-1 

0 

1 

- 

3. 

(L 3 <- Z^+Li) 

.0 0-2 2 

-2. 

1 

-1 -1 

2 

1 

1 





0 

0 

1 

-1 

1 

1 





.0 

0 

0 

0 

1 

0 . 






(L 3 <- L 3 + 2 L 2 ) 


Para escrever na forma escalonada reduzida deve-se criar urn 0 acima do pivo 1 da segunda linha 
e terceira coluna. Faz isso somando a linha 2 a linha 1 , obtendo: 
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1 

-1 

-1 

2 

1 


1 

-1 

0 

1 

2 ‘ 

0 

0 

1 

-1 

1 

(Li «- Li + L 2 ) 

0 

0 

1 -1 

1 

.0 

0 

0 

0 

0 . 

.0 

0 

0 

0 

0 . 


O sistema foi entao reduzido a 


w — x + z = 2 


y — z = 1 


Agora e bem mais facil resolver o sistema em fungao das variaveis dependentes: 

w = x — z+2 e y = 1 + z 

Se atribui parametros x = s e z = t, a solugao pode ser escrita da forma 

(\ 2 + s — ti \ 


s = 


s 

1 + t 
t 


,Vs,t G R\ 


1.3.19 Regra de Cramer 

O calculo da inversa de uma matriz fornece urn metodo de resolugao de sistemas lineares de 
equagoes. Este so se aplica a sistemas lineares em que o numero de equagoes e igual ao numero 
de incognitas. Quando o determinante da matriz dos coeficientes for nao nulo, este metodo e 
denominado Regra de Cramer. Suponhamos que se queira resolver o sistema linear de n 
equagoes e n incognitas. 


a il X l+ a i2 X 2+' 

••+ a i„ x „ 

3 , 21 X 1 4“ ^ 22 X 2 4“ * ’ 

• + a 2n X n 



a „l X l+ a „2 X 2+-" + a „„ X „ = b „ 


Pode-se escrever este sistema na forma matricial 


a ll 

a 12 

a 21 

a 22 

d n i 

a n2 


a 


In 


a 2r 



-Xi‘ 


'*l' 


^2 

= 



x n 


An- 


OU AX = B 


onde A, B e X, sao respectivamente, as matrizes dos coeficientes, dos termos independentes e das 
incognitas. Para esta equagao suponha que A tenha inversa. Entao 

A -1 (AX') = A _1 B -» (A~ 1 A)X = A -1 B -* IX = A~ X B -» X = A~ X B 

Utilizando a matriz adjunta ( adj(A ) = C T ) temos X = ( - 1 C 7 ’) B 

VQGL j / 


Isto e, 


Algebra Linear COMAT Coordenadoria de Matematica 2015 


' x i 

x 2 

1 

" c n 

c nl 

b l 

X n 

det (A) 

fin 

c mn. 

-K- 


Entao 


b l c ll + --+ b nCnl 

Xl det (A) 

Note que o numerador desta fragao e igual ao determinante da matriz que obteve de A, 
substituindo a primeira coluna da matriz pelos termos independentes. De fato, utilizando o 
desenvolvimento de Laplace, obtem-se: 


Ou seja 


b i 

a 12 

“in 

— 

b l c n + 

K 

a n2 

a nn 





b l a 12 

a l n 



b n a n2 

' ' ' a nn 


-nl 


det (A) 


Fazendo dedugoes analogas, obtem-se 


a ll 

... b 1 ■■■ 

a ln 

Onl 

••• b n ••• 

a nn 

det (A) 


para i = 1,2, ... ,n. 


(2x — 3y + Iz = 1 

1 .3.20 Exemplo: Resolva o sistema ] x + 3z = 5 , usando a regra de Cramer. 

( 2y — z = 0 

Resolugao: 


Sendo A = 

2 

1 

-3 

0 

7 ' 
3 

a matriz dos coeficientes e B = 

' b i 


.0 

2 

-1. 


b n- 


a matriz dos termos independentes. 


Entao 

det(A) 

c portanto a solugao e 
x = 


2-3 7 

10 3 

0 2-1 


= (0 + 0 + 14) - (0 + 12 + 3) = 14 - 15 = -1 


1-3 7 


2 17 


2-3 1 

5 0 3 


15 3 


10 5 

0 2-1 

49 An 

= — = —49 v = 

0 0-1 

- - 9 - 9 z - 

0 2 0 


-18 


det (A) 

Logo o conjunto solugao e S = 


det (A) 


det ( A ) 


= 18 


49 
9 
18 J 
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1.3.21 Exemplo: 


Efetuando as seguintes operagoes matriciais sobre a matriz ampliada B = 


2 -1 3 
14 2 
1-5 1 
4 16 8 


~2 -1 

3 


' 1 4 

2 ' 


1 

4 

2' 


' 1 

4 

2 ' 


' 1 

0 

14 / 9 ' 

1 4 

2 


2 -1 

3 


0 

9 

1 


0 

1 

1/9 


0 

1 

1/9 

1 -5 

1 


1 -5 

1 


0 

9 

1 


0 

0 

0 


0 

0 

0 

.4 16 

8. 


A 16 

8. 


.0 

0 

0 . 


. 0 

0 

0 . 


. 0 

0 

0 . 


temos: 


Reinterpretando as matrizes acima como sistemas de equagoes, diremos que o sistema de quatro 
equagoes associado a matriz inicial: 


( 2x — y = 3 
x + 4y = 2 
x — 5y = 1 
4x + 16y = 8 

e equivalente ao sistema de duas equagoes: 

(x + Oy = 14/9 
{ Ox + y = 1/9 

associado a matriz escalonada reduzida. Este e urn caso de sistema com equagoes redundantes ja 

que a terceira e a quarta equagoes podem ser desprezadas. Isto significa que o sistema inicial e 

equivalente ao sistema: 

f2x — y = 3 
(x + 4y = 2 


associado a matriz 


r2 -l 3] 
L 1 4 2 J 


Usamos dizer tambem que, neste caso as duas primeiras equagoes sao “independentes” e que as 
demais sao “dependentes” destas. Segundo esta terminologia, denominamos posto de uma matriz 
ao numero de linhas “independentes" desta. Observe que uma linha sera “dependente” de outras 
se ela puder ser escrita como soma de produtos destas outras linhas por constantes. Costumamos 
dizer tambem que esta linha e uma combinagao linear das outras. Por exemplo, na matriz B 
podemos dizer que a primeira e a segunda linhas sao independentes, enquanto que a terceira e a 
quarta sao combinagoes lineares das outras primeiras linhas. 


♦ EXERCICIOS (Matrizes, determinantes e sistemas lineares) 

1) Represente a matriz A mxn de acordo com o elemento generico ay. 

(a) m = 2, n = 4, sabendo que ay = 3i + j. 

(b) m = 3, n = 3, sabendo que ay = ) t + ^ se 1 ~ 7 

1 2 //, se i * j 
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(c) m = 3, n = 3, sabendo que ay = 


i, se i < j 
ij,se i = j 


i - j, se i > j 


2) Se A 3x2 , com 



determine as matrizes A e A*. 


3) Dadas as matrizes A = 

' 3 ' 
-2 

e B = 

~-f 

4 


5 


2 


calcular a matriz: 


(a) M, tal que M - 2A + 3B = 0 (matriz nula 3x1 ). (b) N, tal que N = A' - 2B' 

(c) X que seja solugao da equagao matricial 2X - A + — B = 0. 


4) Calcule os valores de m e n para que as matrizes A e B sejam iguais: 


a) A = 

8 

15n 

e B = 

"8 

75" 

12 + n 

3 


6 

3 


m 2 -40 n 2 +4 

e B = 

"41 

13' 

6 3 


6 

3 


4 10m -25 


c) A = 


7 8 


nr 


7) Determine os valores numericos de a e b tais que W = aX + bY, usando apenas operagoes 

(b) W = [-9 -14], X = [1 2], Y = [3 5] 


matriciai 

s, onde 




(a) W = 

"-8 

, x = 

"2" 

, Y = 

'-3' 


0 


4 


2 


8) Determine os valores numericos de a, b, c e d tais que W = aX + bY + cZ + dR, usando apenas 
operagoes matriciais, onde 


w = 

0 4 

, X= 

1 2 

, Y= 

0 0 

, z= 

to 

o 

, R= 

0 0 


-6 7 


0 0 


3 -1 


0 3 


2 0 


Resposta: a=2, b=-4, c=1, d=3 



' i -l r 


"l 2 3" 

9) Sejam A = 

-3 2 -1 

-2 1 0 

, B = 

2 4 6 
1 2 3 


(a) Calcule AS e BA. (b) Determine (AS) 1 , A'S' e S' A*. Compare os resultados. 



-11 6 -l 


-11 -22 -11 

Resp.: (a)AS=0, BA = 

-22 12 -2 

-11 6 -1 

(b )(ABy = 0, A t B t = 

6 12 6 
. -1 -2 -1. 


10) Sejam B = 

'2 4 

, A = 

"3 2" 

e C = 

"1 - 1 " 


3 6 


1 5 


3 2 


(a) Justifique que B e uma matriz nao inversivel e A e inversivel. 

(b) Calcule (AC)' 1 , A^C' 1 e C^A' 1 . Compare os resultados. 
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(c) Determine ( A *)' 1 e ( A ' 1 ) 1 



"3 4 r 


"4-1 3 


"2 6 8 

1 1 ) Dadas as matrizes A = 

-5 -2 -9 
7 8 6 

. B = 

3 0 1 

7 2-4 

C = 

3 9 12 

-1 -2 -3 


Calcular, pelo processo da triangularizapao (forma escalonada) ou por desenvolvimento de Laplace 
ou por Sarrus: 

a) det A b) det B c) det (2A-3B+4C) d) det (AC T ) e) det (CB)A 


12) Calcular o determinante da matriz H = 


-2 3 1 -4 

0 12 3 

1 - 11-2 

4 -3 5 1 

por Laplace (desenvolvendo-o pela 2- linha). R: 2 


usando o processo de escalonamento e 


13) Calcule os determinantes usando expansao de cofatores por linha ou coluna (desenvolvimento 
de Laplace). 


cosd send tgd 


a b 0 


1-10 3 

9 C 9 r 

0 cosd —send 

b) 

0 a b 

c) 

^ o Z o 

0 10 0 

0 send cosd 


a 0 b 


U 1 u u 

14 2 1 


d ) 


0 

0 

d 

h 


0 a 
b c 

e f 

1 J 


14 ) Determinar, se existir, a matriz inversa de cada uma das seguintes matrizes: 


73 


-3 

4 

-57 


' 1 

0 

-27 


‘1 

0 

0 

0“ 


"2 

2 

2 

f 

i 9 

B = 

0 

1 

2 

C = 

2 

-2 

-2 

D = 

2 

1 

0 

0 

E = 

3 

4 

7 

F = 

V l ) 










3 

2 

1 

0 








,3 

- 5 

4 7 


"3 

0 

2y 


4 

3 

2 

1 


1 

2 

5 

V 


5 N 

0 

0 , 


15 ) Resolver e classificar os seguintes sistemas: 


a). 

5x 

+ 

8y 

= 34 


lOx 

+ 

16y 

= 50 



4x 

- 

y - 

3z = 

15 

b) ■ 

3x 

- 

2 y + 

5z = 

-7 


2x 

+ 

3y + 

4 Z = 

7 


2x 

+ 

3 y - 

2 z = 

2 

c) . 

3x 

- 

5y + 

4 z = 

5 


X 

- 

2 y - 

lz = 

-24 

d) ' 

X 


+ 4y 

+ 6 z - 

0 

3 


-9 z = 


l“2 

X 

- 6y 

0 


Ax 

- 

3y 

= -18 


e) . 

2 y 

+ 

5 z 

= -8 



X 

- 

2 y - 

3 z 

0 


R: Sistema Incompativel: S = 0 
R: S.L.C.D: S = {(3,3, —2)} 

R: S.L.C.D. S = {(1,2,3)} 

R: S.L.C.I. S = {( — 4y — 6z, y, z) / 
R: S.L.C.D. 5 = {(0,6, -4)} 


V y, z e IR) 


28 
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f) 


g) 


h) 


x + 4_y + 6z 

2x + 3y + 4 z 

3x + 2 y + 2 z 

x - y 

2 y + 4 z - 

x + y +4z 

lx - 2y + 4z 

9x + 3y - 3z 

x - 4 y - z 


= 11 
= 9 
= 7 


0 

6 



R: S.L.C.I. S = {(^,^,z)/Vz6E) 
R: S.L.C.I. S = {(3 — 2z,3 - 2z,z)/Vz£ M) 
R: S.L.C.D. S = {(-1,2,-!)} 


16) Estabelecer a condigao que deve ser satisfeita pelos termos independentes para que os 
seguintes sistemas sejam compativeis: 


a) 

R: 


4x + 12 y + 8z 
2x + 5y + 3z 
-4 y — 4 z = c 

2a -4b + c = 0 


a 

b 


b) 


X + 

< -x + 


y 

2z 


y + z 


R: a + b -c = 0 


z = a 
b 


c 


c 
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2 


ESPAQOS VETORIAIS 


2.1 Definigao 

Seja V um conjunto nao vazio, sobre o qual estao definidas as operagoes adigao e multiplicagao por 
escalar, isto e, 


V com essas operagoes e chamado espago vetorial real se forem verificados 8 axiomas: 

Em relagao a adigao: Sejam os vetores u, v, w e V 
(Ai) (u + v) + w = u + (v + w) 

(A 2 ) u + v = v + u 

(A 3 ) Existe um unico elemento neutro neutro Oe V tal que u + 0 = 0 + u = u 
(A 4 ) Existe um unico elemento simetrico -u e V tal que u + (-u) = 0 

Em relagao a multiplicagao: Sejam os vetores u,v e V e os escalares a , /3 e 
(M,) (a .p )u = a {J3 u) 

(M 2 ) {a +/3 ) u = au+jSu 
(M 3 ) a(u + v)=au+av 

(M 4 ) 1u = u 

Observagao: Os elementos de um espago vetorial V podem ser polinomios, matrizes, numeros, 
fungoes, desde que as operagoes definidas neste conjunto satisfagam os oito Axiomas. Mas 
independents de sua natureza os elementos de um Espago Vetorial V serao chamados vetores. 

2.1.1 Exemplos: 


V u, v e V temos: u+v e V e, 

VueV e del (conj. dos num. reais), temos: a u e V 


1) V = conjunto das matrizes 2x2 



Em V e definido as operagoes: 



CCCL-^ CX.Q, 2 
CCCL 3 oca 4 


e de 5R 


Observagao: Essas sao as operagoes usuais de adigao e multiplicagao por escalar no conjunto 
das matrizes 2x2. 
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Para essas operapoes assim definidas, podem ser verificadas facilmente que valem os 8 axiomas. 
Portanto, neste exemplo, V = M(2x2) e um espapo vetorial. 

2) V = {[a b c] / a,b,c e R] = conj. das matrizes linha M(1 x3) 

Operapoes definidas: 

\a 1 a 2 a 3 ] + \h 1 b 2 b 3 \ = \a x a 2 a 3 ] ( Cuidado , adicao nao usual) 

a ■ \a 3 a 2 a 3 \ = [a ■ a t a ■ a 2 a ■ a 3 ] ( Multiplicagao usual) 

Com estas operapoes, V e um espago vetorial ? 


Verificando os axiomas: 

Sejam u = [% a 2 a 3 ], v = [b 3 b 2 b 3 ], w = [ Cl c 2 c 3 ] 
AA (u + v) + w = u + (v + w) ? 


(u + v) + w = ([% a 2 a 3 ] + [b 3 b 2 b 3 ]) + [c x c 2 c 3 ]= 
= [a t a 2 a 3 \ + fc 1 c 2 c 3 ]= 

= [% a 2 a 3 ] 


u + (v + w) = [% a 2 a 3 ] + ([bi b 2 b 3 ] + [c x c 2 c 3 ]) = 
= [% a 2 a 3 ] + [b x b 2 b 3 ] 

= [% a 2 a 3 ] 


O Axioma A-i e satisfeito. 

A 2 )u + v = v + u? 

u + v = [% a 2 a 3 \ + [b 1 b 2 b 3 \ = [a 3 a 2 a 3 ] 
v + u = [b x b 2 b 3 \ + [a x a 2 a 3 ] = [b x b 2 b 3 \, portanto u+v A v+u. 

Como o axioma A 2 falha, V nao e um espapo vetorial. 

Atenpao !!! Basta que um dos axiomas falhe, para que o conjunto (com as oper. definidas) nao seja 
um espapo vetorial. 

3) V ={(x,y)e 9t 2 }, conjunto dos vetores em SR 2 . 

Operapoes definidas, (a, b) + (c, d) = (a +c, b + d) e a(a,b)= (a 2 a,a 2 b) 

Como a adipao e uma operapao usual, vamos verificar se falha algum axioma em relapao a 

multiplicapao por escalar. 

Sejam u = (a, b) e v = (c, d) em 9? 2 , a e /? numeros reais. 

MA (a. fi)u= a{/5 u)? 

{a. J3 )u = {a. /3 )(a, b) = (a 2 /? 2 a, a 2 j3 2 b) 

a(j3 u)= a(j3{ a,b)) = a(j8 2 a, j8 2 b) = {a 2 j8 2 a, of (3 2 b), logo(«./?)u = a{j3 u). 

O Axioma Mi e satisfeito. 

M 2 ) {ct+ ft) u = rru +/? u ? 

(a + j3) u= («+^)(a,b) = ((a +/ 5) 2 .a, (a+^) 2 .b) 

« u + u = a (a,b) + p (a,b) = ( a 1 a, a 2 b) +{jB 2 a, j8 2 b) = 
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={(a 2 + (3 2 ) a, {a 2 + j3 2 ) b) 

O Axioma M 2 nao e satisfeito, pois {a+ j3 ) u A cru + j3 u. ( (a + /?) 2 ^ a 2 + A 2 ) 
Entao, V ={(x,y)e 91 2 } com as operapoes definidas, nao e um espapo vetorial. 


4) V = M(m,n) = conjunto das matrizes do tipo mxn, com as operapoes usuais (de adipao e de 
multiplicapao por escalar) definem um espapo vetorial. 


Obs: Se A e M(m,n), entao A 


*21 


*22 


*2 n 


a 


ml 


a 


mn 


5) V = 9?" = {(x-i 3 x 2 , x 3 , ... , x n ): XjG 91}, 1 < i < n 

com as operapoes de adipao e de multiplicapao por escalar usuais definem um espapo vetorial. 

6) V = P 3 = conjunto dos polinomios com coeficientes reais de grau menor ou igual a 3 (incluindo os 
polinomios de grau zero) 

ou P 3 = { a 0 + aix + a 2 x 2 + a 3 x 3 : a t e 91 } 

Exemplos de elementos de P 3 : 3, 6 + 5x, 6x 2 , l + 4x 3 , -3 + 5x - 4x 2 + 7x 3 

Se pAx) e p 2 (x) pertencem a P 3 , entao: 

pAx) = a 0 + a^ + a 2 x 2 + a 3 x 3 e p 2 (x) = b 0 + b^ + b 2 x 2 + b 3 x 3 

Operapoes usuais em P 3 : 

pAx) + p 2 (x) = (a 0 + b 0 )+ (ai + b^x + (a 2 + b 2 )x 2 + (a 3 + b 3 )x 3 

Se ae 91 temos a. pAx) = a a 0 + a a^ + #a 2 x 2 + aa 3 x 3 

Com estas operapoes pode-se verificar que V = P 3 e um espapo vetorial. 


Observapoes: Matrizes, vetores, polinomios podem estar associados da seguinte maneira. 


Por exemplo, 

a b c 

d e f _ 

A e M(2,3), 


A = 


v = (a, b, c, d, e, f), p(x) = a + bx + cx 2 + dx 3 + ex 4 + fx 5 
v e 91 6 , p(x)e P 5 


Pode-se dizer que a, b, c, d, e, f sao as coordenadas de A, v e p(x). Por isto, matrizes, vetores, 
polinomios sao chamados de maneira geral vetores. 


2.2 Subespapos Vetoriais 

Deseja-se dentro de um espapo vetorial V, detectar se um subconjunto S de V e tambem espapo 
vetorial. Tais conjuntos serao chamados subespapos de V. 
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2.2.1 Exemplo: 

9 

V = com as operates usuais de adipao e multiplicapao por escalar e um espapo vetorial. 
S e uma reta que passa pela origem. Neste caso, S e um subconjunto de V. 


y 


ScV=9t 2 




(x, y):y = -x 



(x,^);xe 91 


2 - 


1 -- 


2 3 4 5 


Observa-se que ao somarmos dois vetores de 
S, obtemos outro vetor em S. E se 
multiplicarmos um vetor de S por um numero, 
o vetor resultante estara em S. 


Sejam os vetores u = (2,1), v = (3, 3/2) e S, entao u + v = (5, 5/2)eS 

Seja o vetor u = (2,1) e S e o escalar a = 2 e M, entao a u = 2 (2,1) = (4,2) e S. 

2.2.2 Definigao: Seja V um espapo vetorial e S um subconjunto nao vazio de V. 

S e um subespapo vetorial de V se: 

(i) OeS 

(ii) Vu,veS4> u + v eS 

(iii) VaeSte Vue S au eS 

OBSERVAgOES: 

• Qualquer subespapo S de V deve conter o vetor nulo 0 (devido ao Axioma A 3 do Espapo Vetorial). 
Caso contrario S nao e um subespapo vetorial. 

• Todo espapo vetorial V admite pelo menos 2 subespapos (chamados subespapos triviais), o 
conjunto {0} e o proprio espapo vetorial V. 

2.2.3 Exemplos: 

1) Seja V = M 2 com as operapoes usuais e S = {(t, t + 1) / tel}. 

S pode ser representada por uma reta que passa pelos pontos (-1 ,0) e (0,1 ). 

O vetor nulo ( 0,0 ) £ S, entao S nao e um subespapo vetorial de V. 
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y 



S 




/(-I ,0) 


2) Seja V = IR 2 com as operagoes usuais e S = {(x, |x|) / x e M} c i 2 . S e subespago de V? 

i) O vetor nulo (0,0) e IR 2 , portanto a condigao “i” e verificada. 

ii) Porem, existem vetores u e v de S tais que (u + v) £ S. 

Por exemplo, u = (1,1), v = (-1,1) pertencem a S e u + v = (0,2) £ S. 

Portanto, S nao um subespago de V =IR 2 . 


3) Considere V = IR 2 espago vetorial com as operagoes usuais. 

O subconjunto C = {(x,mx);x e IR, m e IR* } e um subconjunto de IR 2 ? Verifique! 

4) Seja o espago vetorial V = IR 3 com as operagoes usuais e seja o subconjunto 
S = {(x, y, z)/ ax + by + cz = 0). S e um subespago de V ? 

Observagao: S e um piano que passa pela origem. 

Resolugao: 

Vamos verificar se em S satisfazem as condigoes (i), (ii) e (iii). 

( i ) (0,0,0) e S, pois a0 + bO + cO = 0. 

( ii ) Sejam u = (ui, u 2 , u 3 ) e v = (v l5 v 2 , v 3 ) elementos de S. 


Logo, a(m + V!)+b(u 2 + v 2 )+c(u 3 + v 3 ) = 0 

Portanto, (Ut + v 1; u 2 + v 2 , u 3 + v 3 )e S. Dai, u+veS. 

(iii) Seja a e 9? e u = (ui, u 2 , u 3 ) e IR 3 . 

Se u e S, entao aui + bu 2 + cu 3 = 0. 

Portanto, 

OC ( aui + bu 2 + cu 3 ) = 0 aau t + abu 2 + acu 3 = 0 => aau t + bau 2 + cau 3 = 0 
a(au 1 ) + b(ccu 2 ) + c(au 3 ) = 0 => a u e S. 


y 



Entao, 



Como as tres condigoes foram satisfeitas, S e um subespago de V = IR 3 . 
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2.3 Intersecgao e Soma de Subespagos 

2.3.1 Teorema: 

Sejam Si e S 2 subespagos vetorias de V (espago vetorial). Entao, 

(i) Si n S 2 e um subespago de V. 

(ii) Si + S 2 e um subespago de V. 

Observagao: 

Si n S 2 = {v g V : v g Si e v e S 2 } 

Si + S 2 = {v = u + w/ugSi e w g S 2 }. 

Todo elemento de Si + S 2 e um vetor soma de 2 vetores, um vetor de Si e o outro de S : 


2.3.2 Exemplos: 

a) V = M(3 x 3) 


( 

CL- 

a 2 

a 3 

) 

r 

% 

0 

0- 

Si = 

0 

a 5 

a 6 

; a, G 91 

e S 2 = 

CL, 4 . 

a 5 

0 

( 

0 

0 

CLc) 

) 

( 

.CLj 

a 8 

CLq_ 


Si e S 2 sao subespagos de V = M(3 x 3) 


Si = {matrizes triangulares superiores}, S 2 = {matrizes triangulares inferiores} 




0 

0“ 


Logo, Si n S 2 = < 

0 

a 5 

0 

> e um subespago de V = M(3 x 3) 


0 

0 

a 9 



b) V = 9i 3 

51 = {(0, 0, x): x g 9t} Reta no eixo z 

5 2 = {(a, a, 0): a g 9t} Reta no piano xy 

Si + S 2 = {(a,a,x)} piano que contem as retas Si e S 2 . 

Si + S 2 e um subespago de V = 91 . 



2015 


2.4 Soma direta de subespagos 

2.4.1 Definigao: 
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Sejam Si e S 2 subespagos vetoriais de V. 

V e a soma direta de St e S 2 (Representado por V = Si © S 2 ) 

Se V = Si + S 2 e Si n S 2 = { 0 }. 


2.4.2 Exemplo: V = M(2 x 2) 


S, 


a b 
0 0 


e S 2 


0 0 

c d 


onde a, b, c, d e 


Si + S 2 


a b 
c d 


M(2 x 2) e Si n S 2 


0 0 
0 0 


Logo, V = St © S 2 e portanto V e soma direta de Si e S 2 . 


2.5 Combinagao linear de vetores 

2.5.1 Definigao: 

Seja V um espago vetorial tal que Vi, v 2 , ... , v n e V e ai, a 2 , ... ,a n £l. 

Entao, o vetor v = aiVi + a 2 v 2 + ... + a n v n e uma combinagao linear de Vi, v 2 , ... , v n eve V. 


2.5.2 Exemplos: 

1) Considerando os vetores v 1 =(1,0,0) e v 2 =(0,1,0). Escrever v=(2,3,0) como combinagao linear de 
Vt e v 2 . 

Resolugao: 

v=aiVi + a 2 v 2 =?> (2,3,0) = ai(1, 0,0) + a 2 (0, 1,0) = (ai, a 2 , 0) 

Dai, (2,3,0) = (ai, a 2 , 0) ai = 2, a 2 = 3 

Resp: v = 2vi + 3v 2 


2) Considerando, novamente, os vetores v 1 =(1,0,0) e v 2 =(0,1,0). Mostrar que w = (1,2,3) nao e 
uma combinagao linear de Vi e v 2 . 

Resolugao: 

w=aiVi + a 2 v 2 (1,2,3) = ai(1, 0,0) + a 2 (0, 1,0) = (ai, a 2 , 0) 

Logo, (1,2,3) = (ai, a 2 , 0). Absurdo! Pois 3 A0. 

Portanto, w nao e uma combinagao linear de Vt e v 2 . 

Observagao: Nestes exemplos, observe que se a e um piano paralelo aos vetores Vi e v 2 entao v 
e paralelo ao piano a mas w nao e. 


2.6 Subespago finitamente gerado 
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2.6.1 Definigao: Sejam v 1; v 2 , ... , v n e V (espago vetorial). O conjunto de todos os vetores que 
sao combinagoes lineares de v 1; v 2 , ... , v n e um subespago vetorial de V. Este conjunto e 
representado por 

S = [v-i, v 2 , ... , v n ] = {ve V / v = a^! + a 2 v 2 + ... + a n v n } 

S e denominado subespago gerado por v 1; v 2 , ... , v n . 

Observagao: Seja A = {v-,, v 2 , ... , v n } o conjunto gerador de S. 

G(A) e o subespago gerado por A, isto e, G(A) = [v 1; v 2 , ... , v n ] = S 

2.6.2 Exemplos 

1) Seja V = IR 3 e u = (3,4,5) e IR 3 . 

Determine o subespago gerado por u, isto e, encontrar S = [u] . 

Resolugao: 

S = [(3,4,5)] = {(3x,4x, 5x) / x e IR). (Conjunto de todos os vetores paralelos a (3,4,5)) 

Observagao: Se u e um vetor nao-nulo pertencente a IR 3 , entao S = [u] e um conjunto de vetores 
paralelos ao vetor u. 

2) Seja V = IR 3 , encontre S = [v l5 v 2 ], em que v-, = (2,0,1) e v 2 =(0,3,3). 

Resolugao: 

[vi, v 2 ] = {(x,y,z) e R 3 / (x,y,z) = ai(2,0,1) + a 2 (0,3,3)}. Logo temos, 

(x,y,z) = (2ai, 0, ai) + (0, 3a 2 , 3a 2 ) = (2ai, 3a 2 , ai + 3a 2 ) 

Portanto, 2a! = x, 3a 2 =y e a! + 3a 2 = z 

(x,y,z)e [v 1; v 2 ] ^4>o sistema anterior tern solugao. 

Substituindo ai = x/2 ea 2 =y/3 na 3 a equagao ai + 3a 2 = z obtem-se, 

— + 3— = z x + 2y = 2z ou x + 2y-2z = 0 (piano que contem v 1 e v 2 e passa na origem) 



Portanto, (x,y,z) pode ser escrito como combinagao linear de v 1; v 2 , se e somente se, (x,y,z) 
satisfaz a equagao x + 2y - 2z = 0. 
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Portando, [v 1; v 2 ] = {(x,y,z) e R 3 / x + 2y - 2z = 0 } (Conjunto de vetores pertencentes ao piano 
que contem v 1 e v 2 ) 


3) Seja V = IR 2 , determine S = [Ui, u 2 ], em que Ui = (1 ,0), u 2 =(0,1). 

Resolupao: 

[u-i , u 2 ] = {(x,y) e E 2 /(x,y) = a 1 (1,0) + a 2 (0,1)}. 

(x,y) = ai(1,0) + a 2 (0,1) (x,y) = (ai,a 2 ), ou seja, qualquer vetor(x,y) pode ser escrito como 

combinapao linear de (1 ,0) e (0,1 ), bastando que = x e a 2 = y, ou seja, nao tern restripoes. 

Portanto, [ui,u 2 ]= {(x,y) e M 2 } = IR 2 

+ Y 


Ex. 3 



4) Seja V = IR 3 , encontrar S = [v 1s v 2 , v 3 ], em que v 1 = (1 ,0,0), v 2 =(0,1,0), v 3 =(0,0,1). 

Resolupao: 

[Vi, v 2 , v 3 ] = {(x,y,z) e M 3 / (x,y,z) = ^(1,0,0) + a 2 (0, 1,0) + a 3 (0, 0,1)}. Logo temos, 

(x,y,z) = (ai, 0, 0) + (0, a 2 , 0) + (0, 0, a 3 ) = (ai, a 2 , a 3 ) 

Entao, qualquer vetor (x,y,z) pode ser escrito como combinapao linear de (1,0,0), (0,1,0), (0, 0,1), 
ja que ai = x, a 2 = y, a 3 = z. 

Portanto, [v-,, v 2 , v 3 ] = M 3 


Observapao: 

Nos graficos dos exemplos 3 e 4, os vetores de M 2 sao nao paralelos e os vetores de M 3 sao nao 
coplanares. 

Conclusoes: 

Dos exemplos 3 e 4, podemos obter algumas generalizapoes: 

Sejam u l5 u 2 e M 2 (Plano) e v l5 v 2 , v 3 e M 3 (Espapo) (todos nao nulos) 

(i) Se Ui, u 2 nao sao paralelos, entao [Ui, u 2 ] = IR 2 

(ii) Se v l5 v 2 , v 3 nao sao paralelos a urn mesmo piano, entao [v 1s v 2 , v 3 ] = IR 3 


2.7 Dependencia e Independence Linear 

Seja v 3 urn vetor pertencente ao mesmo subespapo gerado por v x e v 2 , entao o subespapo 
gerado por v 1 ev 2 eo mesmo subespapo gerado por v lt v 2 e v 3 , isto e, 
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S = bi,v 2 ] = [Vi_.V 2 .V 3 ] 


v-l 

A razao disso e que v 3 e um vetor a mais para descrever 0 subespapo, pois v 3 e uma combinapao 
linear de v x ev 2 . Em nosso estudo, estamos interessados em determinar dentre um conjunto de n 
vetores {v 1; v 2 , v n }, 0 “menor” conjunto gerador de um subespapo, denominado Base. Para isto 
precisamos definir dependence e independence linear. 

2.7.1 Definigao 

Sejam v 1; v 2 , ... , v n e V (espapo vetorial). 

O conjunto {v-i , v 2 , ... , v n } e linearmente independente (LI), se a equapao 

aiv 1 + a 2 v 2 + ... + a n v n = 0 

admitir apenas a solupao trivial (ai = a 2 = ... = a n = 0 ) 

Caso exista algum a, A 0, entao 0 conjunto { v l5 v 2 , ... , v n } e dito linearmente dependente (LD). 

2.7.2 Exemplos: 

1) Seja V = R 2 e v 1 ,v 2 e V tal que Vt = (1,0) e v 2 = (0,1). O conjunto {v 1: v 2 } e LI ou LD ? 

Resolupao: 

Este conjunto e LI pois da equapao a^ + a 2 v 2 = (0,0) temos, 
a-i (1,0) + a 2 (0, 1 ) = (0,0) — V a-i — a 2 — 0. 

2) Seja V = R 3 e v 1 ,v 2 ,v 3 e V tal que v 1 = (1,1,2), v 2 = (3, -8, -5) e v 3 = (-2,8,6). 

O conjunto {v 1; v 2 , v 3 } e LI ou LD ? 

Resolupao: 

Da equapao aiV! + a 2 v 2 + a 3 v 3 = (0,0,0) temos, 
a-i(1 ,1 ,2) + a 2 (3, -8, -5) + a 3 (-2,8,6) = (0,0,0) 

Dai, tem-se 0 seguinte sistema homogeneo, 

a t +3a 2 -2a 3 =0 
< aj -8a 2 +8a 3 = 0 
2a, -5a 2 +6a 3 = 0 

Sabe-se que todo sistema homogeneo admite a solupao trivial. Portanto, verificaremos se 0 
sistema admite outra solupao, caso exista, 0 conjunto {v l5 v 2 , v 3 } e LD. 

Escrevendo 0 sistema na forma de uma matriz ampliada e em seguida utilizando 0 processo de 
escalonamento, temos: 
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"1 3 -2 


"1 3 -2 

~ 

"1 3 -2" 

1 -8 8 
2-5 6 

(L 2 <- L 2 - L-l) 
(L 3 <— L 3 —2L 1 ) 

0 -11 10 

0 -11 10 

(L 3 <- l 3 — l 2 ) 

0 -11 10 

0 0 0 


Portanto, -1 1a 2 + 10a 3 = 0 e ai+3a 2 -2a 3 =0 (Sist. Indeterminado) 

Entao, a 2 = — a 3 
ll 

e ai= - 3a 2 + 2a 3 = z^_a 3 + 2 a 3 = zla 3 a:= —a 3 

n li ll 

Logo, para qualquer a 3 A0, temos uma solugao nao trivial. 

Por exemplo, se a 3 = 11, temos a 2 = 10 e ai = -8, ou seja, -8(1,1 ,2) + 10(3, -8, -5) + 11(- 
2,8,6) = (0,0,0). 

Entao, o conjunto {v l5 v 2 , v 3 } e LD. 

Observagao: Para escalonar sistemas homogeneos nao ha necessidade de incluir a coluna das 
constantes formada por zeros. 


2.7.3 Teorema: O conjunto {v 1; v 2 , ... , v n } e LD O Um dos vetores v, (i=1 ,2,...,n) for 
combinagao linear dos demais. 

2.7.4 Exemplos: 

1) No conjunto {v l5 v 2 , v 3 }, em que = (2,1,3), v 2 = (10,5,15), v 3 = (4,5,9), nota-se que: 
v 2 = 5v-i + 0v 3 , isto e, v 2 e uma combinagao linear de v 1 e v 3 . 

Logo, o conjunto {v-,, v 2 , v 3 } e LD. 


2) Seja {v-i, v 2 , v 3 }, em que v 1 = (2,4,5), v 2 = (8,1,12). v 3 = (10,5,17) 
Observe que: v 3 = v 1 + v 2 . Entao o conjunto {v-i , v 2 , v 3 } e LD. 


Observagao: Uma outra versao do teorema e: 

O conjunto {v 1; v 2 , ... , v n } e Ll Nenhum destes vetores for combinagao linear dos demais. 


2.7.5 Teorema: Sejam v t , v 2 , ... , v m vetores (linha) em R n e A r 


v i 

v 2 


que tern esses 


vetores como suas linhas. Entao, v lt v 2 , ... , v m serao linearmente dependentes se, e somente se, 
posto(A ) < m, onde me o numero de linhas de A. 
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2.7.6 Exemplo: Considere os vetores v 1 = (1, 2, 0), v 2 = (1, 1, -1) e v 3 = (1, 4, 2) do R 3 . 
Construindo uma matriz tendo os vetores dados como suas linhas e escalonando-a temos: 



1 

2 

0 1 


12 0 


12 O' 

A = 

1 

1 -1 

(L 2 <- L 2 — Li) 

0 -1 -1 

(L 3 <- L 3 + 2 L 2 ) 

0 -1 -1 


.1 

4 

2 . 

(L 3 <- Li-L-l) 

.0 2 2 . 


.0 0 0 . 


Portanto, posto^A) = 2 <3 (numero de linhas de A). Logo, pelo teorema 2.7.5, o conjunto 
{v x ,v 2 ,v 3 } e linearmente dependente. 

Observagoes: 

a) As linhas de uma matriz serao linearmente dependentes (LD) se operagoes elementares com 
linhas puderem ser usadas para criar uma linha nula; 

b) Uma outra versao do teorema e: 

[v 1 , v 2 , ... , v m ] e LI se, e somente se, posto(A ) = m, onde me o numero de linhas de A. 


2.7.7 Exemplo: Sejam os vetores u ± = 


A = 


Ui 

u 2 

« 3 . 


temos: 


1 

0 

II 

CN 

1 

1 

£ 

w 

II 

1 

1 

.0. 


.0. 


.1. 


. Calculando-se o posto da matriz 



u t - 


1 

0 

0 


1 

0 

0 


1 

0 

O' 

A = 

u 2 

= 

1 

1 

0 

(L 3 <- l 3 — L 2 ) 

1 

1 

0 

(L 2 <- L 2 - L x ) 

0 

1 

0 


M 3 . 


.1 

1 

1. 


.0 

0 

1. 


.0 

0 

1. 


Pela forma escalonada de A nota-se que posto (A) = 3 = numero de linhas de A. Portanto, 
{ii 1( u 2 ,u 3 } e linearmente independente. 


2.8 Base de um Espago Vetorial 

Pergunta-se: “Quantos vetores tern o espago vetorial M 2 ?” 

Uma infinidade. Imagina se temos que efetuar operagoes ou verificar propriedades desse espago 
vetorial, tendo que trabalhar com um numero infinito de vetores? 

Agora, por outro lado, como n vetores linearmente independentes geram o espago M n , entao basta 
termos n vetores LI que geram o IR n para podermos, simplesmente, trabalhar com esses nvetores 
na qual representam todos os vetores do M n . 

Portanto, desejamos encontrar um numero finito de vetores de um espago vetorial V que sejam 
necessarios para gerar V. Um conjunto deste tipo denomina-se Base de V. 
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2.8.1 Definigao 

Seja o conjunto B = {v l5 v 2 , ... , v n } c V (espago vetorial). 

B e uma base de V se: 

(i) o conjunto B e LI; 

(ii) o conjunto B gera V, isto e, [v 1; v 2 , ... , v n ] = V 

2.8.2 Exemplos: 

a) O conjunto B = {(1,1), (0,1)} e base de V = M 2 ? 

Basta verificar se B e LI e se B gera IR 2 . 

(i) a^ljl) + a 2 (0,1)=(0,0) = 0 e a! + a 2 = 0 a 1 = a 2 = 0. 

Logo, B e LI. 

(ii) B gera IR 2 se para qualquer v=(x,y)e IR 2 puder ser escrito como combinagao linear de (1,1) e 
(0,1). 

De (x,y) = a^ljl) + a 2 (0,1) temos, a 1 = x e a! + a 2 = y 
Dai, a 2 = y - ai = y - x. 

Portanto, (x,y) = x(1,1) + (y-x)(0,1). Entao, BgeraIR 2 . 

Como foram satisfeitas as condigoes (i) e (ii), o conjunto B e uma base de IR 2 . 

J i 

b) Seja F = {(0,1), (0,2)} nao e base de IR 2 pois F e urn conj. LD, ja que 
(0,2) = 2(0,1), ou seja, (0,2) e uma combinagao linear de (0,1). 

c) Seja V = IR 2 e e 1 = (1,0) e e 2 = (0,1). Ex 2 

O conjunto {e l3 e 2 } e denominado base candnica de IR 2 . 



d) Seja V = IR 3 e ei = (1,0,0), e 2 = (0,1 ,0) e e 3 = (0,0,1). 

O conjunto {ei, e 2 , e 3 } e denominado base candnica de IR 3 . 

e) Os vetores canonicos unitarios e 1 , e 2 , ... , e n em IR n sao LI e geram IR n . O conjunto {e t , e 2 , ... , e n } e 
denominado base candnica de IR n . 

2.8.3 Teorema: Qualquer base de urn espago vetorial V tem sempre o mesmo numero de 
elementos. 

Este numero e denominado dimensao de V, cuja notagao e dim V. 
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2.8.4 Exemplos 

a) Seja o espago vetorial V = IR 2 . Os conjuntos B 1 = {(1,0), (0,1)} e B 2 = {(1,1), (0,1)} sao bases 
de V = IR 2 , entao dim IR 2 = 2. 

b) Seja V = IR 3 (espago vetorial), entao dim IR 3 = 3. 

c) V = IR n (espago vetorial), entao dim IR n = n. 

d) Seja V = M(2,2) (espago vetorial), entao dim M(2,2) = 4. 


O conjunto 


1 0 
0 0 


0 

1 

"o 1 

o i 

’ 0 

0 

1 0 ’ 


0 0 
0 1 


forma uma base (base canonica) de M(2,2). 


e) Se V = M(m,n ) e um espago vetorial entao dim(M(m,n)) = m.n. 


2.8.5 Corolario (Consequencia do Teorema) 

Se dim V = n entao: 

(a) qualquer conjunto com mais de n vetores e LD. 

(b) qualquer conjunto de n vetores LI e uma base de V. 


2.8.6 Exemplos: 

1 ) Seja o conjunto C = {(1 ,0,0), (0,1 ,0), (3, 4, 7), (5, 8, 6)}. 

Como dim IR 3 = 3 e o conjunto possui 4 vetores, entao o conjunto C e LD. (Pelo corolario 
2.8.5(a)). 

2) Seja D = {(1 ,2,3), (-1 ,1,-1 ), (2,-1 ,4)}, entao o conjunto D e base de IR 3 ? 

Como dim IR 3 = 3 e D possui 3 vetores. Entao, se o conjunto D for LI, pelo corolario 2.8.5(b), D 
sera uma base de IR 3 . Agora, vamos veriticar se D e LI. 

De x(1,2,3) + y(-1 ,1,-1) + z(2,-1 ,4) = (0,0,0) temos, 

x-y + 2z = 0 
< 2x + y - z = 0 
3x - y + 4z = 0 

Resolvendo este sistema por escalonamento temos, x = y = z = 0 (unica solugao). 

Portanto, o conjunto D e LI e forma uma base de IR 3 . 

3) Determinar a dimensao e uma base para cada um dos seguintes subespagos vetoriais: 

(a) V = IR 3 , A = {(x,y,z)/ z = 4x} 

Resolugao: 
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A = {(x,y, 4x)}. Nota-se que existem 2 variaveis livres x e y, portanto dim(A) = 2. Para encontrar 
uma base, fapa x = 1 e y = 0, e posteriormente x = 0 e y =1. Dai, uma base pode ser {(1,0,4), 
(0,1,0)}. 

(b) V = IR 3 , B = {(x,y,z )/ x = 5y e z = y} 

Resolupao: 

B = {(5y ,y,y)}, dim B = 1 e uma base de B e {(5,1,1)}. 


(c) V = IR 3 , C = {(x,y,z )/ y = 2x, z = -y} 

Resolupao: 

C = {(x,2x,-2x)}, dim C = 1 e uma base de C e {(1 ,2,-2)} 

(d) V = M 3 , D = {(x,y,z)/ x +y -z = 0} 

Resolupao: 

D = {(x, y, x+y)}, dim D = 2 e uma base de D e {(1 , 0, 1 ), (0, 1 , 1 )} 


(e) V -M( 2x2), 

Resolupao: 



b 

d 


:b = c + d 


e 



dim E = 2 e uma base de E e 




2.8.7 Teorema: Se U e W sao subespapos de uma espapo vetorial V que tern dimensao finita, 
entao dim U < dim V e dim W < dim V. Alem disso, 

dim(t/ + W ) = dim U + dim W — dim ( U n W ) 

Observapao: Caso U n W = {0} entao dim(U n W) = 0 e neste caso, 

dim(t/ + W ) = dim U + dim W 


2.8.8 Exemplo: Considere V = ((x,y,z); x + y - z = 0} e W = {(x, y, z); x = y}. Determine V + W, 

V nW, dim (V n W) e dim (V + W). 

Resolupao: Observe que 

V = {(x, y, x + y)} = {(x, 0, x) + (0, y, y)}, W = {(x, x, z)} = {(x, x, 0) + (0,0, z)} 

V = [(1, 0, 1), (0, 1, 1)] e W= [(1,1,0), (0,0,1)]. 

Entao, 

V + W e gerado pelos vetores (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0) e (0, 0, 1). 
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V + W = [(1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 0, 1)]. 

Portanto, 

Dado (x, y, z) e R 3 podemos escrever 

( x,y,z ) = c x (1,0,1) + c 2 (0,1,1) + c 3 (1,1,0) + c 4 (0,0,1) 
Escalonando a matriz ampliada temos 


1 

0 

1 

0 x' 


1 

0 

1 

0 x 


0 

1 

1 

0 y 

~ 

0 

1 

1 

0 y 

~ 

.1 

1 

0 

1 z. 

(L 3 <- L 3 - L x ) 

.0 

1 

-1 

1 z — X. 

(L 3 <- l 2 

1 

0 

1 

0 

x' 





0 

1 

1 

0 

y 





.0 

0 

2 

-1 

y — z + x. 






Se c 3 = 0 temos 

c t = x 

c 2 =y 

c 4 = z — x — y 

Portanto, V + W = R 3 . Observe que a solugao deste sistema nao e unica. 
Como dim(F + W) = diml/ + dim W — dim (’ V n LK) entao: 
dim(P n W) = dim V + dim W - dim(P + W) = 2 + 2- 3 = 1. 

Vamos determinar V n W. 

V n W = {(x, y, z); x + y — z = 0 e x = y) 

= {(x, x, 2x)} = [(1,1,2)] 


2.9 Vetor Coordenada 

2.9.1 Definigao 

Sejam B = {v l5 v 2 , ... , v n } base de V e v = aiVi + a 2 v 2 + ... + a n v n . 

Chamamos os numeros a 1; a 2 , ..., a n de coordenadas de v em relapao a base B. 


Notagao: v B = (ai,a 2 , 


a n ) ou na forma matricial v B 


a i 

a 2 


a 


n 


Observagao: (a^ a 2 , ... , a n ) e denominado vetor-coordenada de v em relagao a base B. 


2.9.2 Exemplo: 

No IR 2 , consideremos as bases B = {(1 ,1), (-1 ,1)} e C = {(2,0), (1 ,3)}. 
Dado o vetor v = (8,6), tem-se: 

(8,6) = 7(1,1) -1 (-1,1) e 


2015 


(8,6)= 3(2,0) + 2(1,3) 
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Logo, v B = (7,-1) e o vetor-coordenada de v em relagao a base B 
e v c = (3,2) e o vetor-coordenada de v em relagao a base C 


ou na forma matricial 

v B = 

' 7 ' 

CD 

< 

o 

II 

'3' 



-1 


2 


2.10 Mudanga de Base 

Sejam a = {u 1 ,u 2 ,--- ,u n } e P = {w 1 ,w 2 ,--- ,w n } duas bases ordenadas de um mesmo espago 

vetorial V. Dado v e V, podemos escreve-lo em fungao dessas bases 

(v = x 1 u 1 + x 2 u 2 + — l- x n u n (la) 

(i ? = y 1 w 1 +y 2 w 2 + ■■■ + y n w n (lb) 

As coordenadas de v em relagao as bases sao dadas por: 


Wa = 

~ x l 

X 2 

e [v\ p = 

yi 

y 2 


x n 


Jn. 


Como a e base de V, podemos escrever os elementos de p como combinagao linear dos 
elementos de a, ou seja: 

( W 1 = a ll M l + a 21 u 2 +-+ a nl u n 

w 2 = a 12 u l + a 22 u 2 +--+ a n 2 u n ^2) 

W n — a ln Ui + Cl 2n U 2 H — \- a nvV-n 


Substituindo (2) em (1b): 


v = + y 2 w 2 + ••• + y n w n 


^ = yi(«nM 1 + a 21 u 2+-+ a nl u n) + y 2 («12Wl + a 22 U 2+-+ a n2 Un) + " ' + yn (rTin^l T a 2vV-2-\ — v a rmV-n) 

Como v = xyu-^ + x 2 u 2 + ■■■ + x n u n e as coordenadas em relagao a uma base sao unicas, segue 


que: 


( x i — %iyi + %2y2+-+«inyn 
x 2 = a 2lYl + a 22y2+--+ a 2nyn 

x n — a niyi d" a n2 y2H — l - a nnyn 


Na forma matricial: 


x i 

X 2 


a ll a 12 
a 21 a 22 


a l n 


a 


2 n 


Denota-se por [MY a = 



X n 


Cl n'l 0 

a n 

a 12 

a ln 

a 21 

a 22 

" a 2n 

_ a nl 

a n2 

a nn 


CLn 



yi 


y 2 


y n . 


( 4 ) 


, sendo [MY a chamada matriz mudanga da base /? para 


a base a. 

Portanto, (4) pode ser escrita da forma: 


46 
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[v] a = [M] P a [v]p. 


2.10.1 Exemplo 

Sejam a = {(2, -1) ; (3, 4)} e /?={ (1, 0); (0, 1)} bases de M 2 . 

(a) Encontr e[M] p e[(5,-8)] a ; 

(b) Calcule [M]p e compare com a matriz . 


Resolugao: 

(a) Escrevendo cada vetor da base A como combinagao linear da base a, tem-se 

(1,0) = a(2,-l) + b(3,4) 

(0,1) = c(2,-l) + d(3,4) 


Isto implica que: a = 4/11, b = 1/11, c = -3/11, d = 2/11. Portanto, 



-3/1T 

2/11 


Pode ser utilizado esta matriz para encontrar [(5, -8)] a . 

[(5,-8 )] a = [Af]J [(5,-8)]^ 


4/11 

-3/111 r 5 t 

1/11 

2/11 J L— 8J 


r 4 i 


L— iJ 


Logo, 


(5, -8) = 4(2,-!)- 1(3,4) 


Caso o problema fosse simplesmente encontrar as coordenadas de (5,-8) em relagao a base p, 
basta resolver o sistema (5, -8) = ^(2,-1) + c 2 (3,4). 


O calculo feito atraves da matriz de mudanga de base e vantajoso quando se trabalha com mais 
vetores, pois neste caso nao sera necessario resolver urn sistema de equagoes para cada vetor. 


(b) A matriz [M]« e facil de ser calculada ja que pea base canonica. 


Portanto, 


( 2 ,- 1 ) = 2 ( 1 , 0 ) - 1 ( 0 , 1 ) 

(3,4) = 3(1,0) + 4(0,1) 

mha a 


Para a matriz 


iz ([MlQ' 1 


tem-se que: 


([M]0"‘ = 


4/11 -3/11 

1/11 2/11 . 


r-ii a 
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Comparando-se as matrizes [M]p e ([ M ]%) , nota-se que sao iguais. O teorema a seguir 
generaliza este resultado. 


2.10.2 Teorema: Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Se a e /? sao duas bases de V 
entao [M]^ e inversivel e, alem disso, tem-se que = [ M ]^. 


2.10.3 Exemplo: 

Sejam a = {(1, 1 , 1); (1, 1, 0); (1, 0, 0)} e /? = {(1, 2, 0); (1, 3, 2); (0, 1, 3)} bases de IR 3 . Determine 
[M]f, [M]p e as coordenadas de v = (3,2,1) e IR 3 em cada uma das bases. 


Resolugao: 

Escrevendo cada vetor da base /? como combinagao linear da base a, tem-se 


[M] 


P 

a 


Pelo teorema 2.10.2: [M]p = 


' 5 
-4 
. 3 



2 

1 

-2 

7 ' 
-6 . 
4 . 


3 ' 
-2 
- 1 . 


Para o vetor v = (3,2,1), escrito como combinagao linear dos vetores da base a, tem-se: 


[v] a = 


1 

1 

. 1 . 


[v]p = [M]p [v] c 


= 

■ 5 
-4 

4 

-3 

7 ' 
-6 

1 

1 

— 

16 ' 
-13 


. 3 

2 

4 . 

.1. 


. 9 . 


Portanto, 
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2.11 Algoritmo do espago linha 

Seja W = [u t ,u 2 , ... ,u n ] o subespago de R n gerado pelos vetores dados u!,u 2 , ...,u n . 

O algoritmo a ser apresentado e um metodo para determinar uma base do subespago W. 
Fonte: Lipschutz, S. Algebra Linear. 3- Ed. (1994) Makron Books, Colegao Schaum 

Algoritmo 

a) Forme a matriz cujas linhas sao os vetores dados; 

b) Reduza a matriz a forma escalonada; 

c) As linhas nao nulas formam uma base de W. 

Observagoes: 

(i) A solugao nao e unica pois podemos escalonar a matriz de varias formas. 

(ii) O posto da matriz escalonada e a dimensao do subespago. 

2.11.1 Exemplo: Ache uma base e a dimensao do supespago W de R 4 gerado por 

V! = (1,0, 1,2), v 2 = (2, 1,1,0), v 3 = (0, -1,1,4) 


1 

0 

1 

2' 


1 

0 

1 

2 ' 

2 

1 

1 

0 


0 

1 

-1 

-4 

.0 

-1 

1 

4. 


.0 

-1 

1 

4 . 

1 

0 

1 

2 






0 

1 

-1 

— 

1 





.0 

0 

0 

0 







As operagoes realizadas na segunda matriz foram: 

1*2 ^ L 2 2L 

E na ultima matriz: L 3 <- L 3 + L 2 . 

Como a matriz escalonada possui 2 linhas nao nulas, a dimensao do subespago We 2 (dim(LK) = 
2 ). 

Exercicios 

1) Ache uma base e a dimensao do supespago W de R 4 gerado por 
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u x = (1,-4, -2,1), u 2 = (1,-3, -1,2), 


u 3 = (3, -8, -2,7) 


Resp: dim(LK) = 2 


2 ) Seja W o subespago de R 4 gerado pelos vetores 

u x = (1, —2,5, —3), u 2 = (2,3,1, -4), 
u 3 = (3,8, —3, —5) 

a) Encontre uma base e a dimensao de W. 

Resp: dim(LK) = 2 


b) Estenda a base de W a uma base de todo o espago R 4 . 

Sugestao: Da matriz escalonada retire a linha nula e acrescente 2 vetores canonicos de R 4 a 
esta matriz de forma que a matriz resultante esteja na forma escalonada. Desta forma teras 4 
vetores LI forma a base de R 4 . 


3) Determinar uma base do R 4 que contenha os vetores 

vi = (1,1, 1,1), v 2 = (0,1, —1,0), v 3 = (0,2, 0,2) 


4 ) Seja V = M 2x 2 (espago vetorial das matrizes 2x2. Determine a dimensao e uma base do 
subespago W de V gerado por A,B,C e D. Caso a dimensao nao seja 4 estenda a base de W a uma 
base de V = M 2x2 . 


A = 






D = [_^ ^j. Resp: dim(LK) = 3 


5) Seja W o subespago de R 4 gerado pelos vetores 

u x = (1,2, -1,3,4), u 2 = (2,4, -2,6,8), 
u 3 = (1,3, 2, 2, 6 ),u 4 = (1,4, 5, 1,8) e u 5 = (2, 7, 3, 3, 9). 

Utilize o algoritmo do espago linha para encontrar uma base e a dimensao de W. 
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Resp: dim(LK) = 3 

6) No espago vetorial R 3 consideremos os seguintes subespagos: 

U = {(0,1,0), (0,0,1)} e V = {(1,2,0), (3,1,2)}. 

a) Determine uma base e a dimensao dos subespagos U, V, U + V. 

Resp: dim (U + V) = 3. 

b) Utilize o teorema 

dim(t/ + V) = dim U + dim V — dim(t/ n V ), 

para determinar dim(£/ n V). 

c) Encontre U n V. 

2.11.2 Exemplo: No espago vetorial R 3 considere os seguintes subespagos vetoriais: 

S = [(1, -1,2), (2,1,1)], T = [(0,1, -1), (1,2,1)], 

U = {(x,y, z): x + y = 4x — z = 0} e 
V = {(x,y, z): 3x — y — z = 0}. 

Determine as dimensoes de: (a) S; (b) T ; (c) U; (d) V; (e) S+T ; (f) S n 7; (g) T + U\ (h) T nU. 

Resolugao: 

(a) Escalonando a matriz temos: 

1 -1 2] rl -1 2 

2 1 lJ ~ Lo 3 -3 

Como a matriz escalonada possui 2 linhas nao nulas entao dim(S) = 2. 

(b) E imediato que dim(7) = 2 pois seus geradores ja se apresentam na forma escalonada. 

(c) Os vetores de U sao da forma: (x, -x,4x) = x(l, -1,4). Logo {(1, -1,4)} e uma base de U e 
dim(t/) = 1. 

(d) Os vetores de V se apresentam assim: 

(x,y, 3x — y) = x(l,0,3) + y(0,l,-l). 

Logo V=[(l, 0,3), (0, 1,-1)]. Como os geradores de V ja estao na forma escalonada, entao 
dim(I/) = 2. 
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(e) Escalonando a matriz temos: 


- 1-1 2 - 
2 11 
0 1-1 
Ll 2 lJ 


L 2 2 L 4 

L 4 * L 4 L x 


1-1 2 - 
0 3-3 

0 1-1 

Lo 3 -lJ 


L 3 <— 3L 3 L 2 
L 4 «— L 4 — L 2 


1-1 2 - 
0 3-3 

0 0 0 

Lo 0 2 J 


Logo dim(S + 7) = 3eS + 7 = R 3 . 


(f) dim(S 0 7) = dim S + dim T — dim(S + 7) 


dim(5 0 7) = 2 + 2- 3 = 1. 



0 1 -1 


1 2 

1 ‘ 

(g) 

12 1 
.1-1 4 . 

Li L 2 

0 1 
.1 -1 

-1 
4 . 


1 

2 

1 


1 

2 

1 ‘ 

0 

1 

-1 

~ 

0 

1 

-1 

.0 

-3 

3 . 


.0 

0 

0 . 


Portanto dim(r + 17) = 2. 

(h) dim(7 n 17) = dim T + dim U — dim(7 + 17) 
dim(7 n 17) = 2 + 1- 2 = 1. 


Exerci'cios 

7 ) Dar uma base e a dimensao do subespago W de R 4 onde 
W = {(x, y,z,t) E R 4 \x = 2y e x — 3y + t = 0). 

Resp: {(2, 1,0,1), (0,0, 1,0)} e dim(M0 = 2 

8) Sendo W o subespago do exercicio 7 e U o subespago de R 4 gerado por 

u x = (1,2, 1,3), u 2 = (3,1, -1,4), 

Determinar uma base e a dimensao de U + W e de U n W. 

Resp: dim (U + W) = 4 (Logo U + W = R 4 ) 

dim(17 n W) = 0. Portanto U nw = {(0,0, 0,0)} e dim {U n W) = dim( {(0,0, 0,0)} ) = 0 

9 ) No espago vetorial R 3 consideremos os seguintes subespagos: 
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U = {(0,y,z)}, V = ((x,y,z):y - 2z = 0} e 
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W = [(1,1,0), (0,0,2)]. 

Determinar uma base e a dimensao de U, V, W, U nw, U n V e V + W 
Resposta: Bases e dimensoes 

U: {(0,1,0), (0,0,1)} e dim (t/) = 2 
V: {(1,0,0), (0,2,1)} e dim(I/) = 2 
W\ {(1,1,0), (0,0,2)} e dim(LK) = 2 
U HW-. {(0,0,2)} e dim (U n W) = 1 
U 0 V: {(0,2,1)} e dim {U 0 V) = 1 
V + W = R 2 3 


♦ Exerci'cios (Espagos Vetoriais) 

1) Verifique se os conjuntos definidos abaixo representam espapos vetoriais 

a) V = {(x, y) / x, y e U }; (x u yA + (x 2> y 2 ) = (x, + x 2 , 0) ; a(x, y) = (ax, ay) 

b) V = {(x, y) / x, y e R }; a adipao e usual ; a(x, y) = (ax, 0) 

c) V = {(x, y) / X, y e M }; (Xi, yA + (x 2 , y 2 ) = {x, + x 2 , + y 2 ) ; a(x, y) = (x, ay) 

d) V = {(x, y)/x,ye R }; (x 1; yA + (x 2 , y 2 ) = (x 1; yA ; a(x, y) = (ax, ay) 


2) Verifique quais dos conjuntos abaixo representam subespapos vetoriais de R 3 em relapao as 
operapoes de adipao e multiplicapao por escalar usuais. 

a) W = {(x, y, z) e M 3 / x = 0} 

b) W = {(x, y,z)el 3 /xeZ} 

c) W = {(x, y, z) e l 3 /ye Q} 

d) W = {(x, y, z) e M 3 / x - 3z = 0} 

e) W = {(x, y, z) e M 3 / x < y < z } 

3) Verifique quais dos conjuntos abaixo representam subespapos vetoriais do espapo vetorial dos 
polinomios reais P(M) 

a) W = {f(t) e p(E) / f(t) tern grau maior que 2} 

b) W = {f(t) e p(M) / f(t) > 0, Vt e R} 
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4) Seja M 2 o espapo vetorial das matrizes quadradas de ordem 2. Verifique se os conjuntos abaixo 
representam subespapos vetoriais de M 2 


a) V 


r , \ 

a b 


yC d j 


\a,b,c, d e R\b = c\ 


b) W 


r , \ 

a b 


\ c d J 


;a,b,c,d e R\b = c + 1 


5) Verifique quais dos subconjuntos de R 3 abaixo sao linearmente independentes 

a) {(1,0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1), (2, 3, 5)} b) {(1,1, 1), (1,0, 1), (1,0, -2)} 

c) {(0, 0, 0), (1,2, 3), (4, 1,-2)} d) {(1,1, 1), (1,2, 1), (3, 2, -1)} 


6) Verifique quais dos subconjuntos de P 4 (M) abaixo sao linearmente independentes 
a) {1 , x - 1 , x 2 + 2x + 1 , x 2 } b) {2x, x 2 + 1 , x + 1 , x 2 - 1 } 

c) {x 2 - x, x 3 , 2x 3 - x 2 , x} d) {x 4 + x - 1 , x 3 - x + 1 , x 2 - 1} 


7) Seja o espapo vetorial M 2 e os vetores M^ = 


A (A 


4 -l 2^ 


A) -T 


, V 2 = 


e v 3 = 


v 1 K 


,0 1, 


v 2 i. 


Escreva o vetor v = 


f l 8 A 
V° 


como combinapao linear dos vetores v l5 v 2 e v 3 . 


8) Seja dado o espapo P 2 (M) = {at 2 + bt + c / a, b, c e R } e os vetores p 4 = t 2 — 2t +1 , p 2 = t + 2 
e p 3 = 2t 2 - 1 de P 2 . 

a) Escreva o vetor p = 5t 2 - 5t + 7 como combinapao linear dos vetores p-,, p 2 e p 3 . 

b) Escreva o vetor p = 5t 2 - 5t + 7 como combinapao linear dos vetores p! e p 2 . 

c) Determine os valores de a, b e c de modo que o vetor p = at 2 + bt + c seja combinapao linear de 
p 2 e p 3 . 

d) Verifique se e possivel escrever Pt como combinapao linear de p 2 e p 3 . 


9) Determine o valor de k para que 


v i o j 


f\ 

V 0 0 J 


f 2 -1 A 


yk 0 y 


seja LD 


^ 2a a + 2b^ 
y 0 a—by 


■,a,be R | 


1 0) Seja W o subespapo de M 2 definido por W = 


Verifique se 
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11) Seja W o subespago de M 3X2 e os vetores 


' 0 o N 


r° n 


fo O 

1 1 

J 

0 -1 


0 0 

v° °y 


v 1 


v° 0, 


de W. Verifique se o vetor 


7> 


3 4 


v 5 °y 


pertence a W 


12) Seja S o subespago de M 2 definido por S 


^ a — b 2a ^ 


ya + b -by 


■,a,b<E R> . 


a) Verifique se 


^5 6 ^ 

V 1 2j 


e S 


b) k = ? para que 


f -4 


V 2 -3y 


pertenga a S 


1 3) Sejam os vetores v 1 = (1 , 1 , 1 ) , v 2 = (1 , 2, 0) e v 3 = (1 , 3, -1 ). Determine k, no vetor (3, -1 , k), 
sabendo que ele pertence a [v 1; v 2 , v 3 ] 

14) Verifique quais dos seguintes conjuntos formam uma base de R 2 . Dentre os que formarem, 
escreva a configuragao do vetor 

a) {(1,2), (-1,3)} b) {(3, -6), (-4, 8)} 

c) {(0, 0), (2, 3)} d) {(3,-1), (2, 3)} 

15) Verifique quais dos seguintes conjuntos formam uma base de R 3 . Dentre os que formarem, 
escreva os vetores que geram o espago 

a) {(1,1, -1 ), (2, -1 , 0), (3, 2, 0)} b) {(1 ,0,1), (0, -1 , 2), (-2, 1 , -4)} 

c){(2, 1,-1), (-1,0, 1), (0, 0, 1)} d) {(1,2, 3), (4, 1,2)} 

e ) {(0, -1, 2), (2, 1, 3), (-1, 0, 1), (4, - 1,-2)} 


16) Dentre os vetores Vi = (1, 1, 1), v 2 = (1, 2, 3), v 3 = (3, 0, 2) e v 4 = (2, -1, 1), verifique se e 
possivel formar uma base de R 3 (se for possivel, escreva os vetores que geram o espago) 

1 7) Seja V = R 3 e o conjunto B = {(0, 1, 1), (1, 1, 0), (1,2, 1 )} c= R 3 . Mostre que B nao e base de R 3 
e determine uma base de B. 


18) Mostre que V = 


i (A 


'o r 


'o o 3 

0 0y 

5 

v 0 Oy 

J 

A 0y 


r o cA 

v° 


e base de M 2x2 . 


19) Escreva uma base para o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem n e indique a 
dimensao deste espago. 

20) Sejam U, V e W os subespagos de R 3 definidos como U = {(x, y, z) / x = z}, V = {(x, y, z) / x = y 
= 0} e W = {(x, y, z) / x + y + z = 0}. Verifique que U + V = R 3 , U + W = R 3 e V + W = R 3 . Em cada 
urn dos casos, escreva os vetores que geraram o espago. 

21) Determine os vetores que geram os espagos abaixo, sendo cada urn deles urn subespago de 

M 3 . 

a) U = {(x, y, z) / x - 2y = 0} b) V ={(x, y, z)/x + z = 0, x - 2y = 0} 

c) W = {(x, y, z) / x + 2y - 3z = 0} d) U n V e) V + W 

22) Indique o conjunto gerador e uma base do exercicio 4-a 

23) Dados os espagos vetoriais abaixo, indique sua base e dimensao 
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a) matrizes diagonals de ordem n 

b) matrizes na forma escada de ordem n 

ff a a + b') 

C)V= ; 

IV b J 

d) V = {(a, a, ..., a) e R n } 

e) V = {(a, 2a, 3a)} 

24) Determinar as coordenadas do vetor v = (6, 2) em relagao as bases 
a) a = {(3,0), (0,2)} b) (3 = {(1 , 2), (2, 1)} 

c) Y= {(1 . 0), (0, 1)} d) 5 = {(0,1), (1,0)} 


25) Sejam (3 = {(1 , 0), (0, 1 )}, Pi = {(-1 , 1), (1,1)}, e(3 2 = {(2, 0), (0, 2)} bases ordenadas de R 2 . 

a) Ache as matrizes mudanga de base (M)^ e (M)^ . 

b) Escreva as coordenadas do vetor v = (3, -2) com relagao a base p, Pt e p 2 


c) As coordenadas de urn vetor v em relagao a base Pi sao dadas por (v) pi = 


c 4 a 


v°y 


. Escreva as 


coordenadas de v com relagao as bases p e p 2 . 


f \ i o A 


26) Se (M)^ 1 


0 -1 1 

1 0 -1 


, determine: 



f-A 


r-A 

a) (v) p , onde (v) pi = 

2 

b) (v) P i , onde (v) p = 

2 


27) Sejam pi = {(1, 0), (0, 2)}, p 2 = {(-1, 0), (1, 1)}, e p 3 = {(-1, -1), (0, -1)} bases ordenadas de R 2 . 
Determine (M)^ 1 , (M)g, (M)g e (M)^. 

28) Sejam W 1 = {(x, y, z, t ) e ff 4 ; x + y = 0 e z — t = 0} e W 2 = {(x, y, z, t) e R 4 ; x — y — z + t = 0} 
subespagos de R 4 . 

a) Determine W 1 n W 2 . 

b) Exiba uma base para W 1 n W 2 . 

c) Determine W r + W 2 . 

d) W 1 + W 2 e soma direta? Justifique. 

e) w t + W 2 = ff 4 ? 


29) Sejam W 1 = ; a = ff e fr = cj e M/ 2 = ; a = c e b = ff j subespagos de M( 2,2). 

a) Determine 14^ n W 2 e exiba uma base. 

b) Determine W 1 + W 2 . E soma direta? W 1 + W 2 = M (2,2)? 
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Respostas (Espagos Vetoriais) 


1 a) nao b) nao c) nao d) nao 

2 a) sim b) nao c) nao d) sim e) nao 

3 a) sim b) nao 

4 a) sim b) nao 

5 a) LD b) LI c) LD d) LI 

6 a) LD b) LD c) LD d) LI 

7 v = 4Vi + 3 v 2 - 2 v 3 

8 a) p = 3p! + 2p 2 + p 3 b) nao e possivel c) a + 2b - c = 0 d) nao e possivel 

9 k = 3 

10 a) sim (a = 0, b = -1) b) nao 

11 nao 

12 a) sim (a = 3, b = -2) b) k = -2 

13 k = 7 

14 a) (x - y, 2x + 3y) b) nao forma base c) nao forma base d) {(3x + 2y , - x + 3y)} 

1 5 a) {(x + 2y + 3z , x - y + 2z , - x)} b) nao forma base c) {(2x - y , x, - x + y + z)} 

d) nao forma base e) nao forma base 

1 6 B = {v 1 , v 2 , v 3 } {(x + y + 3z, x + 2y, x + 3y + 2z)} 

17 B = {v 1; v 2 } 

19 dim M n = n 2 

20 U+V = [(1,0,1), (0,1,0), (0,0,1)] (x, y, x + z) 

U+W=[(1 , 0, 1), (0, 1,0), (1, 0,-1)] (x + z, y, x — z) 

V+W=[(0, 0, 1 ),(1 , 0, -1 ), (0, 1,-1)] (y, z, x - y - z) 

21 a) [(2, 1,0), (0,0, 1)] b) [(2, 1,-2)] c) [(-2, 1,0), (3, 0,1)] 

d)[(2, 1,-2)] e) [(0, 2, -2), (3, 0, 1)] 


22 


r \ 0^) f 0 n f 0 0 

0 o’ 1 o’ 0 1 


23 a) B = 


f i . . oHo . . 


0 . . 0 


0 . . 0 



fi . 

°Y 

b) B = - 

. l 



v0 • 



0 . . o') 


v0 • ■ ly 


dim V = n 


, dim V = 1 c) B = 


110 1 


10 0 1 


dim V =2 


d) B = {(1, 1, ..., 1)} , dim V = 1 e) B = {(1, 2, 3)} , dim V = 1 
24 v a =(2,1) , v,= v r = (6,2), v,= ( 2,6) 
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25 a )[M]fr 


“(A a 


k, = 


-i 

2 

1 


3 

2 

- 1 . 


0 m, = [ ; 


26 a)[v] p = 


1 
1 

L— 4 

27 [M]|‘ = [- 1 


b) [v] Pl = 


, [v]p 2 = [ 2 ' 

-2 
-3 
1 
0 

Pi 


mk = [A 


-1 

-1 


K = 


- 0 

2 

0 - 

2 


mk = 


-1 

-l 


b )[v\p = [_f 2 ], = 


2 


0 

-1 

2 


Mg = 


1 

l 

2 . 


28 (a) w 1 n w 2 = [(0,0, 1,1)]; 

(b) Uma base para W 1 n W 2 e {(0,0, 1,1)}; 

(C) W 1 + W 2 = [(-1,1, 0,0), (0,0, 1,1), (1,1, 0,0), (1,0, 1,0), (-1,0, 0,1)]; 

(d) W 1 + W 2 nao e soma direta pois W 1 r W 2 =£ {0}; 

(e) Sim. Sugestao: Exiba uma para base para W 1 + W 2 . 
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3 

TRANSFORMAQOES LINEARES 

3.1 Introdugao 

Definigao: Sejam VeW espagos vetoriais. Uma aplicagao T: V-AN e chamada transformagao 

linear de V em W, se Vw.rel/ e Va e R: 

(i) T(u+v) = T(u) + T(v); 

(ii) T(au) = aT(u) 

Observagao: Decorre da condigao (ii) que se a = 0 entao T(0u) = 0T(u) = 0, portanto a 
transformagao linear T-.V W leva o vetor nulo de V no vetor nulo de W, isto e, T(0 V ) = 0^. 

Isto ajuda a detectar transformagoes nao lineares, se T(0 V ) A 0 w . Se F(x,y) = x + y + 1 temos 
que F(0,0) = 1 ^ 0 e, portanto, F nao e linear. 

Mas cuidado T(0 V ) = 0,^ nao e suficiente para que T seja linear. Por exemplo, se G(x,y) = (x 2 ,2y) 
temos (7(0,0) = (0,0) mas G nao e uma transformagao linear. Verifique! 

3.1.1 Definigao: Uma transformagao linear de V em V (e o caso de V=W) e chamada operador 
linear sobre V. 

♦ Exercicios: Verifique se as fungoes T, G, F e H sao transformagoes lineares. Caso alguma 
fungao nao seja transformagao linear apresente urn exemplo de modo que nao satisfaga 
uma das condigoes da definigao 3.1 . 

a) T : IR 2 -> R 3 , definida por T(x,y)=(3x,-2y,x-y) 

b) G: M -» M, definida por G(u ) = fhu, VjSei 

c) F: R -* R, definida por F(u)=u 2 

d) H: M 2x2 definida por H{A) = det (A) 

3.1.2 Exemplos: 

1) Sejam V = W = P n (polinomios de grau <n e D:P n ^P n , a aplicagao derivada que a cada 
polinomio / associa sua derivada por D(/) =/'. Para quaisquer fungoes derivaveis, D e uma 
transformagao linear pois 
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D(f + g) = f' + g' = D(0 + D(g) 
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e D(kf) = (kf)' = kf = kD(f). 


2) V = IR n e W = R m 

Seja A uma matriz mxn. Define-se a funpao L: IR n -» IR m por L(v) = A.v 



v \ 


v \ 


yr 

onde v e o vetor coluna, v = 


e L(v) = A. 


= 



Vn. 


Vn. 


y m . 


Das propriedades de operapoes de matrizes tem-se: 
Sejam 


( 

Ui 


'Vi 

\ 

Ui 


v i 

L(u + v) = A.\ 


+ 


= A. 


+ A. 


V 

Vn. 


Vn. 

J 

Vn. 


Vn. 


e 


L(u + v) = A(u + v) = Au + Av = L(u ) + L(v) 
L(oc u ) = A(oc u ) =oc (Au) =oc L(u) 


Portanto, L e uma transformapao linear. 


3.1.3 Interpretapao geometrica 

Uma interpretapao geometrica do significado de uma transformapao linear T: M 2 -*M 2 pode ser dada 


considerando, por exemplo, o operador linear. 

T: l 2 -jl 2 , T(x,y)=(-3x+y,2x+3y) 

Se u=(-1,1) e v=(0,1), tem-se u+v=(-1,2) 
T(u)=(4,1) e T(v)=(1 ,3) 

T(u)+T(v)=(5,4) e T(u+v)=(5,4) 



Sendo u+v a diagonal do paralelogramo determinado por u e v, sua imagem T(u+v) representa a 
diagonal do paralelogramo determinado por T(u) e T(v), isto e, T(u+v)=T(u)+T(v). Diz-se, nesse 
caso, que T representa a adipao de vetores. 

Se multiplicar o vetor u por 2, por exemplo, sua imagem T(u) tambem fica multiplicada por 2, isto e, 
T(au)= aT(u). Diz-se que nesse caso, que T preserva a multiplicapao de urn vetor por urn escalar. 

♦ Exerci'cio: Suponha que T seja uma transformapao linear de IR 2 em IR 3 tal que 7(1,1) = 
(2, -3,1) e 7(2,3) = (1,0, -1). 

a) Prove que os vetores u = (1,1) e v(2,3) formam uma base de IR 2 . 
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b) Escreva (x,y) como combinagao linear de u e v. 

c) Aplique a transformagao T na combinagao linear encontrada no item anterior. 

Qual e a transformagao linear T ? 

3.1.4 Teorema 

Dados dois espagos vetoriais V e W e uma base de V,{v 1 ,...,v n ). Entao existe uma unica 
transformagao linear T-.V ^>W tal que Tiy-J = w lt ...,T(y n ) = w n , para elementos arbitrarios 
w t> ...,w n de W. Esta aplicagao e dada por: 
se v = a 1 v 1 + ... + a n v n ( v e uma combinagao linear de v lt ... , v n ), 

T(v) = a-JiyJ + ... + a n T(y n ) 


♦ Exerci'cio 

Sejam T:IR 3 -^IR 2 uma transformagao linear e B={v 1 =(0,1 ,0), v 2 =(1,0,1) e v 3 =(1 ,1,0)} uma base do R 3 . 
Sabendo que T(v 1 )=(1 ,-2), T(v 2 )=(3,1) e T(v 3 )=(0,2), determinar T(x,y,z). 


3.2 Nucleo de uma transformagao linear 

3.2.1 Definigao: Seja T-.V W uma transformagao linear. O conjunto de todos os vetores v e V 
tais que T(v) = 0 e denominado nucleo de T, sendo denotado por N(T) ou Ker(T). 

V W 



N(T) = {veV: T(v)=0} cV 

Observagao: N(T) * 0 pois 0 e N(T ) uma vez que T(0)=0. 


♦ Exercicios: 

1) Determinar o nucleo da transformagao linear T: R 2 -> R 2 ,T(x,y ) = (x - 2 y,x + 3 y). 

2) Seja a transformagao linear T:R 3 -> R 2 ,T(x,y,z) = (x — y + 4z, 3x + y + 8z), determinar o 
nucleo da transformagao. 
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3.3 Imagem de uma transformacao linear 

3.3.1 Definigao: Uma transformagao linear 7: V -» W e injetora se 7 leva vetores distintos de 
1/em vetores distintos de W. 

Logo, para quaisquer vetores distintos u,v e V implica que 7(u) * 7( v). Isto e o mesmo dizer que 
se 7(u) = T(y ) -» u = v quaisquer que sejam u,v eV. 


V W 



Im(T ) A 0 pois T(0)=0 G lm(T). 

Se Im(T ) = W, entao T e sobrejetora. Em outras palavras, T e sobrejetora se dado w e W, existir 
v e V tal que T(y) = w. 



Se T e sobrejetora, a imagem de T coincide com W. 

3.4 Propriedades 

Se T: V -» LK e uma transformagao linear entao: 

a) /V(T) e urn subespago de I/. 

De fato, sejam u, v t e v 2 e N(T) e a e EL Desejamos mostrar que v 1 + v 2 e N(T ) e au e N(T ), 
isto e, que T(v t + r 2 ) = 0e T{au ) = 0. 

i) + v 2 ) = T{yi) + T(v 2 ) = 0 + 0 = 0; 

ii) T(au ) = aT(u ) = a0 = 0. 

b) Im(T) e urn subespago de MA 

Sejam w, w 1 ew 2 e Im(T ) e a e M. Devemos mostrar que w t + w 2 e Im(T ) e aw e Im(T ), isto e, 
que existem a,b e V tais que T(a) = w 1 + w 2 e T(b) = aw. Como w, w ± e w 2 e Im{T) existem 
v,v 1 ,v 2 e V tais que T(v ) = w, T^) = w x e T^) = w 2 . Fazendo a = ^ + v 2 e b = av temos 
que 

7(a) = 70! + v 2 ) = 7(v t ) + 7 (v 2 ) = w x + w 2 , 
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T(b) = T(av) = aT{ v) = aw. 


c)T e injetora se, e somente se, N(T) = {0^} 

Na primeira parte vamos mostrar que se T e injetora, entao N(T ) = {(V). 

Seja v e N(T), isto e, T{v) = 0. Por outro lado, como T e linear, T( 0) = 0. Logo, T(v ) = 7(0). 

Como T e injetora por hipotese, v = 0. Portanto, o vetor zero e o unico elemento do nucleo, isto e, 
iV(7) = {0}. 

Na segunda parte como N(T ) = {0} vamos mostrar que T e injetora. 

Sejam v t ev 2 e V tais que T^) = T(y 2 )■ Entao, - T(y 2 ) = 0 ou - u 2 ) = 0 e, portanto, 
v 1 - v 2 e N(T ). Mas, por hipotese, o unico elemento do nucleo e o vetor zero, e, portanto, v 1 -v 2 = 
0, isto e, v 1 = v 2 . Como T^) = T (v 2 ) ev 1 = v 2 entao T e injetora. 


3.5 Teorema: Seja T:V ->W uma transformagao linear. Entao 

dim N(T) + dim Im(T) = dimK 


♦ Exercicio: 

Seja a transformagao linear T: R 3 -» R 3 ,T(x,y,z ) = (x, 2y, 0). Determine a imagem de T, o nucleo de 
T e os vetores geradores de Im(T ) e Ai(7). Verifique o teorema. 


♦ Exercicio: 

1 . Dado o operador linear T: R 3 -> R 3 , T(x, y, z) = (x + 2 y — z,y + 2 z, x + 3y + z) 

a) Determinar o nucleo de T, a dimensao do nucleo e uma de suas bases. 

b) Determinar a imagem de T, a dimensao da imagem e uma de suas bases. 

c) Verificar as propriedades da dimensao. 


3.6 Corolarios 

Seja T-.V W uma transformagao linear e dim(l/) = dim (W). 

(i) Entao T e injetora se, e somente se, T e sobrejetora. 

(ii) Se T e injetora, entao T transforma base em base, isto e, se B = {v lt v 2 , - ,v n } e base de V, 
entao T(B ) = {TO^), T(v 2 ), ... ,T( v n )} e base de W. 
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3.7 Definigao 

Quando uma transformagao linear T-.V ->W for injetora e sobrejetora, da-se o nome de 

isomorfismo. 

Quando ha tal transformagao entre dois espagos vetoriais dizemos que estes sao isomorfos e 
possuem a mesma dimensao. Um isomorfismo leva base em base e alem disso, urn isomorfismo 
T: V -» W tern uma aplicagao inversa T -1 : W -» V, que e linear e tambem um isomorfismo. 

♦ Exercicio 

1) Seja T: M 3 -* IR 3 , tal que T(x,y,z ) = (x — 2 y , z , x + y). 

a) Mostrarque T e um isomorfismo. 

b) Calcular 7 1-1 . 

Resposta: T- 1 (x,y,z) = 


3.8 Aplicagoes lineares e matrizes 


Em um dos exemplos de transformagoes lineares vimos que a toda matriz m x n esta associada 

v \ 

uma transformagao linear T: M n -» IR m por T{v) = A.v, onde v e o vetor coluna v = '■ e L(v) = 

ki. 

vii ryr 

A. i = i . Logo a seguir, sera formalizado este resultado para espagos vetoriais V e W e 

v n \ [y m \ 

tambem estabelecer o seu reciproco, isto e, uma vez fixadas as bases, a toda transformagao linear 
T: V -» W estara associada uma unica matriz. 

Inicialmente, veremos que dados dois espagos vetoriais V e W com bases /? e y e uma matriz A, 
podemos obter uma transformagao linear. 


3.8.1 Considere V = W = R 2 e as bases /? = {(1,0), (0,1)} e y = {(1,1), (-1,1)} e a matriz A = 



Deseja-se associar a esta matriz A uma transformagao linear que dependa de A e das bases /? e y, 
isto e, T a : R 2 -» R 2 . As coordenadas de v em relagao a base p e representada por [v]p = 
Portanto, 


Entao, 


ai}]=[ 2 ;]=^wv 
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T a O) = 2x(l,l) + y(-l,l) = (2x - y, 2x + y) 

Note que se tivessemos partido d e /? = y = {(1,0), (0,1)}, teriamos obtido T A (y) = (2 x,y) = Av. 


De modo geral, fixadas as bases p = e y = {w 1; — ,w m }, a matriz 

' a i l ■" a m" 

A = = : 

a mi ••• a mn j mxn 

podemos associar T A : R n -> R m com AA da seguinte forma: 
r*i{ 

entao 


Seja [v] p = 


Xr 


A[v] p 


yi 


Ly m J 


= [t a W ] } 


Entao, 7^0;) = yiiVi + ••• + y m w m onde y £ = A £ [u]^ e A £ e a i-esima linha de A. 

Em geral, dada uma matriz A mxn , essa e encarada com uma transformagao linear T A . R n -> R m em 
relagao as bases de R n e R m . 


Exemplo: Sejam A = ^ 


L2 4 — l j 2x3 

Determine a transformagao linear T A : R 3 -> R 2 . 


, A = {(1,0), (0,1)} e y = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. 


Resolugao: Seja [v] Y = 


rXi 

y 

LZJ 


entao 


= [2 


3 5 

2 4 -1 


rXn 

y 

ZJ 


x — 3y + 5z 
2x + 4y — z 


= [T A (v)] p . 


Logo T a (x, y, z) = (x — 3y + 5z)(l,0) + (2x + 4y — z)(0,l) = 
= (x — 3y + 5z, 2x + 4y — z) 


3.8.2 Agora vamos encontrar a matriz associada a uma transformagao linear. Seja T-. V -> W linear, 
p = {vi, — ,v n } base de V e y = {w 1( •••,w m } base de W. Entao Tiy-J,--- ,T(v n ) sao vetores de LKe 
portanto 

T(v>i) - OnWi + a 21 w 2 + ••• + a ml w m 
FO2) = a 12 Wi + a 22 w 2 + ••• + a m 2 w m 


T{v n ) = a ln Wi + a 2n w x + - + a mn w m 

A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, anotada por [T]^, e denominada matriz de T 
em relagao as bases p e y. 
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[T] 


P 

Y 


~ a ll 



= A 


P-ml a mn. 

Note que 7 passa a ser a transformagao linear associada a matriz A e as bases p e y. 


Observapoes: Em relagao a matriz [7] y temos que a primeira coluna e formada pelas coordenadas 
de 7 (v-l) em relagao a base y, isto e, [T(v 1 )] y ; a segunda coluna e formada por [7(v 2 )] y ; de modo 
geral, a matriz [7] y pode ser representada por 


II 

[T(V 2 )]y - 

[T(Vn)]y\ 

1 

1 

1 

a n 

a 12 

“in 

a 21 

a 22 

a 2n 

a ml 

fl m2 

a mn 

tal que 7(x,y,z) = 

(2x + y — z, 

3x — 2 y + ■ 


3.8.3 Exemplos 

Exemplo 1 : Seja T-. R 3 -> R 2 tal que T(x, y, z) = ( 2x + y — z, 3x - 2 y 
Sejam p = {(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)} e y = {(1,3), (1,4)}. Determine |T|J. 
Resolupao: Aplicando T nos elementos da base p, temos: 

7(1, 1,1) = (2,5) = 3(1,3) - 1(1,4) 

7(1, 1,0) = (3,1) = 11(1,3) - 8(1,4) 
7(1, 0,0) = (2,3) = 5(1,3) - 3(1,4) 

Entao 


mf = [_\ 


11 

-8 


Note que se fixarmos outras bases p ey, teremos uma outra matriz para a transformagao 7. 


Exemplo 2: Seja 7 a transformagao linear do Exemplo 1 e sejam p = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} e 
y = {(1.0), (0,1)}. Calcule [7]{. 

Resolugao: 

7(1, 0,0) = (2,3) = 2(1,0) = 3(0,1) 

7(0, 1,0) = (1, -2) = 1(1,0) - 2(0,1) 

7(0, 0,1) = (-1,4) = -1(1,0) + 4(0,1) 
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Entao 
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Exemplo 3: Dada as bases /? = {(1,1), (0,1)} de R 2 e y = {(0,3,0), (-1,0,0), (0,1,1)} de R 3 , encontre 
a transformagao linear T: R 2 -» R 3 cuja matriz e 


[T] 


P 

r 


0 

2' 

-1 

0 

-1 

3. 


Resolucao: Interpretando a matriz, temos: 


7(1,1) = 0(0, 3,0) - 1(— 1,0,0) - 1(0, 1,1) = (1,-1,-1) 


7(0,1) = 2(0, 3,0) + 0(-l,0,0) + 3(0, 1,1) = (0, 9, 3) 
Devemos encontrar agora 7(x,y). Para isto escrevemos (x,y) em relagao a base /?: 

(x,y) = x(l,l) + (y - x)(0,l) 

Aplicando 7 e usando a linearidade, temos: 

7(x,y) = x7(l,l) + (y — x)7(0,l) 


= x(l, -1,-1) + (y — x)(0,9,3) 


= (x, 9y — lOx, 3y — 4x) 


COMPOSigAO DE TRANSFORMAgOES LINEARES 

3.9 Definigao: SeT:U^V e S: V -» W sao transformagoes lineares, a composigao de S com 7 e 
a aplicagao SoT definida por 

(So7)(u) = 5(7(u)) 

onde u e urn elemento de U. 

Observe que SoT e uma aplicagao de U em W . Note tambem que, para a definigao fazer sentido, a 
imagem de 7 deve estar contida no dominio de S. 

3.10 Teorema: Se T:U^V e S-.V^W sao transformagoes lineares, entao a composta 
SoT: U W e uma transformagao linear. 


3.11 Transformagoes do piano no piano 

Nesta segao iremos apresentar representagoes geometricas de algumas transformagoes lineares 
do piano no piano (7: R 2 -> R 2 ). 

3.11.1 Expansao (ou Contragao) 

7: R 2 -» R 2 onde 7(x,y) = a(x,y), escrevendo na forma de vetores-coluna, temos 


■x 


x 


a 0 


x 
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Por exemplo: Se a = 2 (expansao) entao a funpao T(v ) = 2v leva cada vetor do piano num vetor de 
mesma direpao e sentido de v, mas de modulo maior. Portanto, se |a| > 1, T e uma expansao e 
caso \a\ < 1, T e uma contrapao. 



3.11.2 Reflexao em torno do eixo x 


Rx&.y) = (X ~y) 


Na forma de vetores-coluna, temos 







3.11.3 Reflexao na origem 

R 0 (x,y) = (— x, — y) 

Escrevendo na forma de vetores-coluna, temos 




0 

-1 




R 0 (v)X 


3.11.4 Rotagao de um angulo 0 \ (no sentido anti-horario) 

R d (x,y) = (x cosd — ysend,y cosd + x send ) 

Na forma coluna temos 

x cosd - ysend j _ r cosd -sen0] r x ] 
y cosd + x send] i send cosd J W 



Considere o caso particular onde d = nil. Dai temos 

r*i ro -n 


X 


— y 
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Logo, R n/2 (x,y) = (-y,x). 


v 



2015 


3.11.5 Cisalhamento horizontal 

T (x, y) = (x + ay, y), aeR 

Por exemplo: para a = 2 temos T(x,y) = (x + 2y,y) 
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♦ EXERCICIOS (Transformagoes Lineares) 


1 Determine quais das fungoes abaixo representam transformagoes lineares: 

a) f: R 2 — >• R 2 ; (x, y) -*■ (x + y, x - y) 

b) g: R 2 — > R ; (x, y)-+xy 


c) h: M 2 -► R ; 


f a c ' 


\b d j 


det 


a c 
b d y 

2 . . Uw2 


d) k: P 2 -► P 3 ; ax + bx + c ax + bx + cx 

f \ 2 a 

0 -1 

1 l 


e) m: R 3 — > R 2 ; (x, y, z) -> (x, y, z) 

f) n: R — * R ; x — ► W 


2 a) Ache a transformagao linear T: R 3 -> R 2 tal que T(1, 0, 0) = (2, 0) , T(0, 1, 0) = (1 , 1) e 

T(0, 0, 1) = (0, -1). 

b) Encontre v de R 3 tal que T(v) = (3, 2) 

3 a) Qual e a transformagao linear T: R 2 -> R 3 tal que T(1, 1) = (3, 2, 1) e T(0, -2) = (0, 1 , 0)? 

b) Ache T(1, 0) e T(0, 1); 

c) Qual e a transformagao linear S: R 3 -> R 2 tal que S(3, 2, 1 ) = (1 , 1 ), S(0, 1,0)= (0, -2) e 


S(0, 0, 1) = (0, 0)? 


4 a) Ache a transformagao T do piano no piano que e uma reflexao em torno da reta x = y 
b) Escreva-a em forma matricial 


5 No piano, uma rotagao anti-horaria de 45 Q e seguida por uma dilatagao de V 2 . Ache a aplicagao 
A que representa esta transformagao no piano. 


6 - Qual a aplicagao que representa uma contragao de seguida por uma rotagao horaria de 
45 s ? 

7 Sejam a = {(1, -1), (0, 2)} e (3 = {(1, 0, -1), (0, 1, 2), (1, 2, 0)} bases de R 2 e R 3 

r l O' 

respectivamente e (T)p= l l . 

1° ~K 

a) Ache T ; 


4 O' 
0 0 


b) Se S(x, y) = (2y, x - y, x), ache (S)g; 

c) Ache uma base y de R 3 tal que (T)“ = 
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10 No exercicio 7, determine ker(T), lm(T), ker(S) e lm(S) e verifique o teorema da dimensao 

1 1 Considere a transformapao linear T: R 3 — >■ R 3 dada por T (x, y, z) = (z, x - y, - z). 

a) Determine ker(T) e sua base 

b) Determine dim(lm(T)) 

c) T e sobrejetora? Justifique 

d) Fapa urn esbopo de ker(T) 


1 2 Sejam a = {(0, 2), (2, -1 )} e (3 = {(1 , 1,0), (0, 0, -1 ), (1 , 0, 1 )} bases de R 2 e R 3 e 


(ST P = 


2 0 
4 0 
0 -4 


. Determine S(x, y) 


13 a) Determine a transformapao linear T:R 3 — >R 2 tal que T(1, -1, 0) = (1, 1), T (0, 1,1) = 
(2,2) e T(0, 0, 1) = (3, 3). 

b) Ache T(1 , 0, 0) e T(0, 1,0) 

14Seja T:R 3 — >R 2 uma transformapao linear definida por T(1 , 1 , 1 ) = (1,2), 

T(1, 1,0) = (2, 3) e T(1 , 0, 0) = (3, 4). 

a) Determine T(x, y, z) 

b) Determine v e R 3 tal que T(v) = (-3, -2) 

c) Determine v e R 3 tal que T(v) = (0, 0). 


15 Determine a transformapao linear T: P 2 -> P 2 tal que T(1) = x, T(x) = 1 - x 2 e T(x 2 ) = x + 2x 2 


16 Determine, para cada transformapao linear abaixo, o nucleo, a imagem e a dimensao de cada 
uma. Verifique se cada uma delas e injetora e/ou sobrejetora e se satisfaz o teorema da dimensao. 

a) T: R 2 -> R 2 ; T(x, y) = (3x - y, -3x + y) 

b ) T; R 2 _> R 3 ; T(x, y) = (x + y, x, 2y) 

c) T: R 2 - R 2 ; T(x, y) = (x - 2y, x + y) 

d) T: R 3 R 2 ; T(x, y, z) = (x + 2y - z, 2x - y + z) 

e) T: R 3 — »■ R 3 ; T(x, y, z) = (x - y - 2z, - x + 2y + z, x - 3z) 

f) T: R 3 —> R 3 ; T(x, y, z) = (x - 3y, x - z, z - x) 

g) T: P, -* R 3 ; T(at + b) = (a, 2a, a - b) 
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17 Consideremos a transformagao linear T: R 3 -> R 2 definida por T(x, y, z) = (2x + y - z, x + 2y) e 
as bases A = {(1 , 0, 0), (2, -1 , 0), (0, 1 , 1 )} do R 3 e B = {(-1 , 1 ), (0, 1 )} do R 2 . Determine (T)g 


18 Sabendo que a matriz de uma transformagao linear T: R 2 — > R 3 nas bases A = {(-1, 1), (1, 0)} do 


R 2 e B = {(1, 1, -1), (2, 1, 0), (3, 0, 1)} do R 3 e (T)i= 


matriz (T). 


'A l ^ 
2 5 


v 1 ~b 


, encontre a expressao T(x, y) e a 


19 Seja (T) 


f 1 -2> 

2 0 


v-1 3 v 


a matriz canonica de uma transformagao linear T: R 2 -> R 3 . Se 


T(v) = (2, 4, -2), calcule v. 


20 Seja T: R 3 -► R 2 tal que (T)g= P ° ^ j sendo B, = {(0, 1 , 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1)} e 

B 2 = {(-1, 0), (0, -1)} bases do R 3 e do R 2 respectivamente. 

a) Encontre a expressao de T(x, y, z) 

b) Determine ker(T) e sua base 

c) Determine lm(T) e sua base 

d) T e injetora? T e sobrejetora? Justifique 

21 Seja T: R 2 — ► R 2 definida por (T) = ^ ^ ^ j . Determine os vetores u, v e w tais que 

a) T(u) = u b) T(v) = 2v c) T(w) = (4, 4) 


22 Seja o espago vetorial V = M 2 e a transformagao linear T: V -> R 3 definida por 


T 


w 


= (a + b, c-d, 2a). 


a 

c b Jy 

a) Mostre que T e linear 


b) Determine ( T)g sendo A e B as bases canonicas de M 2 e R 3 , respectivamente 

c) Calcule v e V tal que T(v) = (3, -2, 4) 

d) Determine ker(T) 


23 Sejam F: R 2 -> M 2 uma transformagao linear e a e (3 as bases canonicas de R 2 e M 2 , 

Cl o ^ 


respectivamente. Sabendo que (F)j 


2 1 
3 -2 
v-1 2 y 


, determine 


a) F(1 , 0) b)F(0, 1) c) F(2, 3) d) (a, b) tal que F(a, b) = 

24 Dadas as transformagoes lineares abaixo, verifique quais dentre elas representam urn 
isomortismo. Defina a transformagao inversa daquelas que representarem. 
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a) T: Ft 2 -► R 2 ; T(x, y) = (3x - 4y, - x + 2y) 

b) T: R 2 R 2 ; T(x, y) = (x - 2y, - 2x + 3y) 

c) T: R 2 -+ R 2 ; T(x, y) = (2x - y, - 4x + 2y) 

d) T: R 3 - R 3 ; T(x, y, z) = (x - y + 2z, y - z, 2y - 3z) 

e) T: R 3 -> R 3 ; T(x, y, z) = (x - y + 2z, y - z, - 2x + y - 3z) 

f) T: R 3 -*■ R 3 ; T(x, y, z) = (x + z, x - z, y) 


25 Seja o operador linear T : R 3 


R 3 definida pela matriz 


a o r 

2 -l l 

v o o -l. 


a) Mostre que Teum isomorfismo 

b) Determine a lei que define T 1 

c) Utilize a matriz (T) para obter o vetor v e R 3 tal que T(v) = (2, -3, 0) 


26 Sejam T e S operadores lineares de R 2 definidos por S(x, y) = (x - 2y, y) e T(x, y) = (2x, -y). 
Determine: 

a) S + T b) T - S c)2S + 4T d)SoT e)ToS f)S»S 

27 Seja a transformapao linear S: R 3 — >• R 4 , S(x, y, z) = (x + y, z, x - y, y + z). Calcule (S ° T)(x, y) se 
T: R 2 — >• R 3 e definida como T(x, y)=(2x + y, x - y, x - 3y) 


RESPOSTAS (Transformapoes Lineares) 


1 a) sim b) nao 

2 a) (2x + y, y - z) 





c) nao d) sim e) sim 
b) (x, 3 - 2x, - 2x + 1) 



c) (x - y, x + y) 


7 a) 


x-y 

2 



b) (S)g 


l 

3 


'-1 I 20^ 
-4 10 


f) nao 



c) /={( 1, 1, 1), (-1,-1, 2)} 


10 N(T) = {0}, lm(T)= 


1 i 2^ 

_ 9 _ 9 ^ 

2 2 j 


- - 0 
2 2 ) 


, N(S) = {0}, 


11a) N(T) = {(x, x, 0) , V x e R} base = {(1 , 1 , 0)} 

b) 2 c) nao d) reta x = y (no espapo) 


12 


y-f, y + §, - 2y - 3x 


13 a) (-y + 3z, -y + 3z) 


b) (0, 0) ; (-1,-1) 


lm(S) = [(0, 1, 1), (2, -1,0)] 


1 4 a) (3x - y - z, 4x - y - z ) 


b) v = (1 , y, - y + 6) 


c) v = (0, -z, z) 
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15 (2a - b)x 2 + (a + c) x + b 

16 a) ker(T) = [(1 , 3)] dim(ker(T)) = 1 -> nao lm(T) = [(-1 , 1 )] dim(lm(T)) = 1 -+ nao 

b) ker(T) = {0} dim(ker(T)) = 0 — >■ sim lm(T) = [(1 , 1 , 0), (1 , 0, 2)] dim(lm(T))=2->nao 

c) ker(T) = {0} dim(ker(T)) = 0 -> sim lm(T) = [(1, -2), (1, 1 )] dim(lm(T)) =2->sim 

d) ker(T) = [(1, -3, -5)] dim(ker(T)) = 1 -> nao lm(T) = [(2, -1), (-1,1)] dim(lm(T))=2-+sim 

e) ker(T)=[(3, 1,1)] dim(ker(T)) = 1 -> nao lm(T) = [(-1,2, 0), (-2, 1,-3)] dim(lm(T))=2-+nao 


f) ker(T)=[(1 , 


A 3 , 1 )] dim(ker(T))=1 —► nao lm(T) = [(1, 1,-1), (0,-1, 1)] dim(lm(T))=2^nao 


-2 -3 0 

3 3 2 


17 (X)b = [ 

18 ( 8 x + 18y , 6 x + 1 1y , - 2x - 4y) 

19 v = (2, 0) 

20 a) (- 2 y + z, - x + y) 
c)lm(T) = [(0,-1), (- 2 , 1 )] dim(lm(T)) = 2 

21 a) (0,0) b)(3y,y) c) (1, 1) 


lm(T) 

= [(1,2,1 


8 18 ' 

( 7 ) = 

6 11 


-2 - 4 . 


b) ker(T) = [(1, 1 , 2 )] dim(ker(T)) = 1 
d) nao ; sim 



1 

1 

0 

0 ■ 


002 = 

0 

0 

1 

-1 

c )| 


. 2 

0 

0 

0 . 


f; 2 ,1 


b) 

' 0 

r 

c, ( 

L -v 


" 2 

A 


2 l 
d-2 d 


d) ker(T) 


o o 

d d 


Vde R 


23 a) 

d) F(x, y) 


x 2x + y 

3x - 2y - x + 2y 


-2 4 j 

nao e possivel determinar (a, b) 


24 a) sim ; T 1 = |^x + 2 y, x * 3y j b) sim ; T 1 = (-3x - 2 y , - 2 x - y) c) nao 

d) sim ; T _ 1 =(x- y +z, 3y- z, 2 y - z) e) nao f) sim ; T 1 = z, - 

25 b) T 1 = (x + z, 2x - y + z, - z) c) v = (2, 7, 0) 

26 a) (3x - 2y, 0) b) (x + 2y , - 2y) c) (1 Ox - 4y, - 2y) d) (2x + 2y, - y) 

e) (2x - 4y, - y) f) (x - 4y, y) 


27 S 0 T = (3x, x - 3y, x + 2y, 2 x - 4y) 
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4 


AUTOVALORES E AUTOVETORES 


Dada uma transformagao linear, T: V — » V estamos interessados em saber que vetores (nao nulos) 
sao levados em um multiplo de si mesmo; isto e, procuramos um vetor v e V e um escalar A real 


Neste caso T(v) sera um vetor de mesma “diregao” que v. 

O escalar A sera chamado autovalor e o vetor v um autovetor. Vamos formalizar este conceito. 

4.1 Definigao 

Seja T: V — > V uma transformagao linear. 

Se existirem ve V, vaO, e Ae tais que T(v) = Ay, entao 
A e um autovalor de T e v um autovetor de T associados a A . 

Observe que A pode ser o numero 0, embora v nao possa ser o vetor nulo. 

4.1.1 Exemplos: 

1) Seja Tt^ 2 -> 9t 2 dado por TAx.y) = 2.(x,y). 

Neste caso X = 2 e o autovalor de Ti 

E qualquer vetor (x, y) A (0, 0) e um autovetor de Ti associado a X=2. 

2) T 2 :9t 2 -> 9t 2 onde T 2 (x,y) = (x, -y) 

Note que T 2 (0, -y)=(0,-y)=-1 (0, y) 

Portanto, X^ =-1 e o autovalor de T 2 e todo vetor v 1 =(0,y), tal que y A 0, e um autovetor de T 2 . 
Observe tambem que T 2 (x,0)=(x,0)=1 (x,0) 

Entao, A 2 =1 e o autovalor de T 2 e todo vetor v 2 =(x,0), tal que x a 0, e um autovetor de T 2 . 


tais que 


T(v) 


T(v) = A y 



3) Quais sao as matrizes associadas as Transformagoes Lineares em relagao a base canonica, nos 
exemplos 1 e 2? 
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Temos que: 7\(x,y) 



e T 2 {x, y) 



Comentario: 

As nogoes de autovetor e autovalor de uma transformagao linear (ou matriz) sao fundamentals, por 
exemplo, em Fisica Atomica porque os niveis de energia dos atomos e moleculas sao dados por 
autovalores de determinadas matrizes. Tambem o estudo dos fenomenos de vibragao, analise de 
estabilidade de um aviao e muitos outros problemas de Fisica levam a procura de autovalores e 
autovetores de matrizes. 


4.2 Autovalores e Autovetores de uma matriz 

Lembre-se que toda transformagao linear T: 9t n -> 9t n esta associada a uma matriz A(n x n) em 
relagao a base canonica, isto e, T(v) = A .v. 

Logo, o autovalor e o autovetor de A e o autovalor e autovetor de T. 

Portanto, o autovalores X e o autovetores v, sao solugoes das equagoes da seguinte relagao T(v) 
= A.v, isto e , A.v=A.v, vaO (v vetor nao nulo). 

4.3 Polinomio Caracteristico 

Metodo pratico para encontrar autovalores e autovetores de uma matriz. Observe que, se / for a 
matriz identidade de ordem 2, entao a equagao acima pode ser escrita na forma 

A.v = vx => A.v = (Xl)v => (A — \I)v = 0 

Exemplificando: 



Se escrevermos explicitamente o sistema de equagoes lineares equivalente a esta equagao 
matricial, iremos obter um sistema de 2 equagoes e 2 incognitas. 

Pela regra de Cramer, se o determinante da matriz dos coeficientes for diferente de zero, 

saberemos que este sistema tern uma unica solugao, que e a solugao trivial, ou seja, x=y=0. 

Mas estamos interessados em calcular os autovetores de A, isto e, vetores vaO, portanto 
(A - xl)v = 0, ou seja, 

det(A — A,/) = — (3 + A,). (2 — A.) + 4 = 0 A 2 + A, — 2 = 0 
Denominamos de p(A.) = det{A - V) de polinomio caracteristico de A. 

Continuando a resolugao, temos que a 1 = - 2 e a 2 = 1 sao as raizes do polinomio caracteristico, 
e portanto os autovalores da matriz A sao -2 e 1 . 
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Atraves dos autovalores encontramos os autovetores 

-3-\ 4 


(i) Substituindo \ = -2 em 


-1 


2-K 


II 

f°l 

Lyj 

LoJ 


[-1 

4 1 

H- 

r°i 

L-i 

4J 

' iy\ 

W 


— x + 4y = 0 


x — 4 y 


O autovetor associado ace v 1 =(4y,y), yA 0, ou v 1 =(x,x/4), x A 0 


(ii) Substituindo x, = 1 em 


-3 - x. 

/ 

-1 


2- X. 


r-4 

4 1 

n 

o - 

II 


L-i 

lJ 

LyJ 

LOJ 

l 


— 4x + 4y = 0 
—x + y = 0 


{■- 


;i = Ei 

4x + 4y = 0 
x + y = 0 


x — y 


O autovetor associado ax,e v 2 =(x,x), x A 0. 


4.4 Teorema 

Seja a equagao polinomial A" + c^"” 1 + ... + + c n = 0 , onde c 1; ... , c n sao inteiros. 

Entao, se existir solugoes inteiras, estas sao divisores do termo c n . 


4.4.1 Exemplo: As possiveis raizes inteiras da equagao A 3 - 2 A 2 + 3 A - 6 = 0 sao os 
divisores de -6 que sao, ±1, ±2, ±3, ±6. 

Se p(A) = A 3 - 2A 2 + 3 A - 6 , entao A 0 = 2 e uma das raizes do polinomio p(A ) , pois p(2)=0. 
Para as outras possibilidades, nao encontramos raizes. 

Mas, dividindo p( A ) por A - A 0 , onde X 0 e uma raiz de p( X ), temos, 
p(A) = (A-2).(A 2 + 3) 

Logo, as outras raizes serao solugoes da equagao A 2 + 3 = 0 =^> A = ±V^A3 
Considerando raizes no campo complexo, temos A = ±<V3 . 

Entao, as raizes de p(X) sao: 2, /V 3 ,-/V 3 . 


Observagao: Vale lembrar que uma equagao polinomial com coeficientes reais pode nao admitir 
raizes reais, neste caso, ela possui raizes complexas. Assim, toda transformagao linear sobre 
espagos vetoriais complexos sempre admite autovalores. 

4.5 Seja T: V -> V uma transformagao linear. O conjunto solugao S = [T( v) = tv] e um subespago 
vetorial de V. 

Sejam v 1 ,v 2 e 5 t , entao T(v t + v 2 ) = T(y-L) + T(v 2 ) = tv 1 + tv 2 = t(v ± + v 2 ). Portanto, v 1 + v 2 £ 5 . 
Se a e R e v e S temos: T(av ) = aT(v ) = a(tv ) = t(av ) ••• av e 5 . Logo, 5 e um subespago de V. 


Algebra Linear COMAT Coordenadoria de Matematica 2015 


♦ Exerci'cios (Autovalores e autovetores) 


1) Sejam A = 


A 

2 

r 


A 

3 

r 

0 

-1 

i 

e B = 

0 

2 

0 

v 0 

0 

-l 


,0 

0 

3, 


matrizes inversiveis. 


a) Calcule AB e BA (note que o produto entre elas origina matrizes distintas) 

b) Encontre os autovalores de AB e de BA. O que se pode observar? 

c) Encontre os autovetores associados de AB e de BA. O que se pode observar? 


Resp: (a) AB 


A 7 4 ' 


fl 

-1 

3 ^ 

0-2 3 

e BA = 

0 

-2 

2 

v 0 0 -3, 



0 

-3, 


; (b) sao iguais; A 1 = 1 , A, 2 = -2, A 3 = -3 


2) Ache os autovalores e autovetores correspondente das transformagoes lineares dadas: 

(a) T(x, y)= (2y, x) Resp: ^=72 v 1 = (72y,y), yAO 

?l 2 =-V2 v 2 = (-72y, y), yAO 

(b) T(x, y) = (x + y, 2x + y) Resp: ^=1 + 72 Vi = (x, 72 x), x^O 

— 1 — 72 v 2 = (x, -72 x), x A 0 

3) Ache os autovalores e os autovetores correspondentes das transformagoes lineares dadas 

a) T: R 2 — > R 2 ; T(x, y) = (2y, x) 

b ) T; R 2 - R 2 ; T(x, y) = (x + y, 2x + y) 

c) T: R 3 — >■ R 3 ; T(x, y, z) = (x + y, x - y + 2z, 2x + y - z) 

d) T: P 2 — > P 2 ; T(ax 2 + bx + c) = ax 2 + cx + b 

e) T: R 4 —► R 4 ; T(x, y, z, w) = (x, x + y, x + y + z, x + y + z + w) 

Resp: a)72;- 72 e [( 72 , 1 )],[(- 72 , 1 )] b) 1 + 72 ; 1 - 72 e [(1, 72)], [(1, -72)] 
c) 2; -2; -1 e [(1, 1, 1)], [(1, -3, 1)], [(-2, 4, 1)] d) 1 ; -1 ; 1 e [(1, 0, 0), (0, 1, 1)], [(0, -1, 1)] 
e) 1 ; 1 ; 1 ; 1 e [(0,0,0, 1)] 


4) Calcule os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes: 

12 „ „ 

R: Aj = 1 V-| = (x, 0), x A 0 


(a) A: 


(b) A = 


0 -1 


i l 
l l 


X 2 =-l v 2 = (-y, y), yA 0 
R: A-i =0 Vt = (x, -x), x A 0 
A, 2 = 2 v 2 = (x, x), x A 0 


5) Calcule os autovalores e os autovetores correspondentes das matrizes dadas 
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a) A 


e) A = 


v 


1 2 
0 -1 

1 0 2 

-1 0 1 

1 1 2 


b) A 


1 1' 


c) A 


A 2 3^ 
0 1 2 
v 0 0 1, 


d) A 


r 3 -3 -4^| 
0 3 5 

v 0 0 - v 


\ 

A 1 2' 


'010" 

f) A = 

1 2 1 

g) a = 

0 0 1 

/ 

. 2 1 K 


1 

0 

0 


h) A 


r l 3-3 

0 4 0 

V" 


-3 3 1 


\ 

f-l 

-4 

14 n 


'2 

0 

1 

0" 

i) A = 

2 

-7 

14 

j) A = 

0 

2 

0 

1 

2 

-4 

11 

12 

0 

3 

0 



J 

V 


y 


,0 

-1 

0 

0, 


Resp: a) 1 ; -1 e [(1 , 0)], [(1 , -1)] b) 0; 2 e [(1 , -1)], [(1, 1 )] 

c) ^ i, 2 ,3 = 1 e [(1,0,0)] d) A,, 2 = 3; A 3 = -1 e [(1, 0, 0)], [(1, -20, 16)] 

e) 1 ; 3; -1 e [(1, -1, 0)], [(1, 0, 1)], [(1, 2, -1)] f) 1 ; -1 ; 4 e [(1, -2, 1)], [(0, 1, -1)], [(1, 1, 1)] 

g) h 1,2,3 = -1 e [(1,-1, 1)] h) A ■, = -2 ; A 2 3 = 4 e [(1, 0, 1)], [(1, 1, 0), (0, 1, 1)] 

i) A h3 = - 3; A 2 = 9 e [(2, 1, 0), (-7, 0, 1)], [(1, 1, 1)] 


6) Encontre as equagoes caracteristicas e os autovalores. 

A -4 
2 1 


(a) A = 

(b) A = 

(c) A = 

(d) A = 


2 4 
-2 1 

1 - 2 " 

3 2 

3 -4 

4 2 


Resp: ^ = 1 ± 2 V2 i 

3 ± V3T i 


Resp: x = 
Resp: x= 


Resp: l = 


2 

3±V23i 

2 

5±V73i 


7) Encontre as equagoes caracteristicas, os autovalores e os autovetores das matrizes: 

(a) A = 

(b) A = 

(c) A = 

(d) A = 


3 0 
8 -1 

10 -9 

4 -2 
0 3 
4 0 


1 0 
0 1 


Resp: A,j=3 Vi = (x, 2x), xAO 

X 2 =-l v 2 = (0, y), yA 0 
Resp: A= 4 v = (3x, 2x), xAO 

Resp: = 2^3 Vt = (3x, 2V3 x), xAO 

A. 1= -2V3 V! = (-3x, 2V3 x), x A 0 
Resp: A= 1 , autovetor qualquer v = (x,y) tal que x, y A 0. 


8) Dado a matriz A, determine os autovalores e os autovetores da matriz A 



"2 

1 

0~ 



"3 

0 

-4' 



a) A = 

0 

1 

-1 


b) A = 

0 

3 

5 




0 

2 

4 



0 

0 

-1 



R: A, 

= 2, 

Vi 

= (x 

, 0, 0), x A 0 

Resp:/^ = 

3, 

Vi 

= (x, 

y, o), 

x, yA 0 

^2 

= 3, 

v 2 

= (x, x, -2x), x A 0 

h.= '1. 

v 2 

= 

(Z, -- 

7 z > z), 
4 

zAO 
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"3 -3 -4" 


"l 2 3" 

c) A = 

0 3 5 

0 0-1 

d) A = 

0 1 2 
0 0 1 


R: A l = 3, v 1 = (x, 0, 0), xAO Resp: A= 1, v 1 = (x, 0, 0), xAO 


h. = - 1 - v 2 = ( ~~ j -yZ, Z), ZAO 
16 4 



" 1 

0 2 



"1 

1 

0" 


e) A = 

-1 

0 1 


f) A = 

1 

-1 

2 



1 

1 2 



2 

1 

-1 


R: \ 

= 1, 

v 1 = ( x , -x, 0), x A 0 

Resp: A 1 = 

= - 

1, V! 

= (x 


^2 

= -1, 

v 2 = 

(x, 2x, -x), x A 0 

^2 

= 

-2, 

v 2 = 

(X, -3x, x), 

A - 

= 3, 

v 3 = 

(x, 0, x), x A 0 

a 3 = 

2, V! 

= (X, X, x), XA 


9)A = 


1 

1 

2 


1 

2 

1 


2 

1 

1 


Resp: A\ =1 Vi = (x, 0, x), xAO 
/ly =-1 , V 2 = (X, 0, X), XA 0 
A 3 =4 v 3 = (x, x, x), x A 0 


9) Determine todos os autovalores da matriz A sobre o conjunto dos numeros complexos. Encontre 
tambem os autovetores correspondentes. 



C b)A = [ 1 . [] (c) A 


V3 -1 
. 1 V3- 


Resp: (a) A = 1 + i; A = 1 - i; = (x, ix), x A 0; 1^2 = (x, — ix), x A 0 


(b) A = 1 + i; A = 1 — i; v 1 = (x, x),x A 0; v 2 = (x, — x) x A 0 

(c) A = v3 + i; A = V3 — i; v 1 = (x, — ix), x A 0; n 2 = (X ix), x A 0 


10) Sejam a e b numeros reais. Encontre os autovalores e os autovetores correspondentes de 
A = [ “ *] sobre 0 conjunto dos numeros complexos. 

Resp: A = a + in; A = a — in; ry = (x, ix), x A 0; i? 2 = (X — ix), x A 0 


1 1 ) Seja A = 


0 

1 


0 

1 

01 


. Quais sao os autovalores e autovetores de A de urn espago vetorial: 


(a) Real (b) Complexo 

Resp: (a) A =-2,v = (2x,x,-x),xa0 
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(b) A 1 = -2.V-! = (2x, x, —x),x ^ 0; \ 2 = i,v 2 = [(-l + Qy,y,(i + Qyly * 0; 
A, 3 = -i,v 3 = [(-1 - i)y, y, (1 - i)y], y * 0 


2015 
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5 

SEMELHANQA E DIAGONALIZAQAO DE OPERADORES 

As matrizes triangulares e matrizes diagonals sao interessantes, pois seus autovalores sao 
determinados diretamente. Portanto, seria agradavel se pudessemos relacionar uma matriz a outra 
matriz triangular ou diagonal de forma que ambas tivessem os mesmos autovalores. 


5.1 Matrizes Semelhantes 

5.1 .1 Definigao: Sejam A e B matrizes do tipo nxn. Dizemos que A e semelhante a B se existir 
uma matriz nxn invertivel P tal que P _ 1 AP=B. Se A e semelhante a B, escrevemos A~B. 

Observagao: Se A~B, podemos escrever que A=PBP _1 ou AP=PB. 


Exemplo: As matrizes a : 


l 2 
o -l 


e b = 


1 0 

-2 -1 


sao semelhantes. 


Tome p = 


1 -1 

1 1 


. Calculando AP e PB temos que: AP=PB= 


3 l 
-l -l 


5.1.2 Teorema 

Sejam A e B matrizes semelhantes. Entao: 

a) det(A) = det(B). 

b) A e invertivel O B e invertivel. 

c) A e B tern o mesmo posto. 

d) A e B tern o mesmo polinomio caracteristico. 

Lembrete: O posto de uma matriz e o numero de linhas nao nulas de qualquer uma de suas 
formas escalonadas por linhas. 

Demonstragao do item (a): Por hipotese, as matrizes A e B sao semelhantes, logo 

A = PBP - 1 

det(A) = det (PBP -1 ) 
det(A) = (det P). (cLetB). (detp- 1 ) 

1 

det(A) = (detP). ( detB ). — — = det (S) 
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Demonstragao do item (d): O polinomio caracterfstico de A e 

det(A - tl) = det (PPP -1 - tl) 
det(A - tl) = det (PPP " 1 - tP/P -1 ) 
det(A - tl) = det (PSP -1 - P(t/)P“ 1 ) 
det(A - tl) = det [P(fi - t/)P -1 ]) 
det(A — tl) = det(P) . det(B — tl) . det (P -1 ) 

1 

det(A — tl) = det(P) . det(P — tl) . — 

detP 

det(A — tl) = det(P — tl) 


5.2 Diagonalizagao 

Temos a melhor situagao possivel quando uma matriz quadrada e semelhante a uma matriz 
diagonal. Como veremos logo a seguir, a possibilidade de isso ocorrer esta relacionada 
estreitamente com os autovalores e autovetores da matriz. 


5.2.1 Definigao: 

Uma matriz A(nxn) e diagonalizavel se existe uma matriz diagonal D tal que A~D, ou seja, se 
existe P(nxn) invertfvel tal que P" 1 AP=D. 


Exemplo: A matriz 



e diagonalizavel, pois, se p 


4 -3 
4 2 



4 0 

0 -1 


entao AP=PD= 


5.2.2 Teorema: A matriz A(nxn) e diagonalizavel <£=>A tiver n autovetores LI. 


Em outras palavras: 

Existem P invertfvel e uma matriz diagonal D tal que P _1 AP=D se, e somente se, as colunas de P 
forem n autovetores de A, linearmente independentes, e os elementos da diagonal de D forem os 
autovalores correspondentes aos autovetores. 

Neste caso ,P = [v, v 2 ... v n ], onde v 15 v 2 , ...,v„ sao os n autovetores cujas coordenadas sao 


posicionadas em colunas, e 


P _1 AP = D 


' X x 0 
0 
0 
0 


0 

0 

0 

X. 
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5.2.3 Definigao: Chamamos de multiplicidade algebrica de um autovalor a quantidade de 
vezes que ele aparece como raiz do polinomio caracteristico. A multiplicidade geometrica de um 
autovalor A e a dimensao do subespapo de autovetores associados ao autovalor. 


5.2.4 Exemplos: Se possivel, determine a matriz P que diagonaliza 


"0 

1 

0" 

b) 5 = 

"-i o r 

0 

0 

1 

3 0-3 

2 

-5 

4 


1 0 -1 


Solupoes: 

a) det(A-Al)=0 => -A 3 +4A 2 -5A + 2 = 0 => -(A - 1) 2 (A - 2) = 0 

Os autovalores sao A 1 = A 2 = 1 e a 3 = 2 . 

Para A x = A 2 = 1 tern como autovetor os multiplos de (1,1,1). 

Para a 3 = 2 tern como autovetor os multiplos de (1 ,2,4). 


Como nao e possivel existir 3 autovetores LI, pelo teorema anterior, A nao e diagonalizavel. 
Observagao: A = 1 tern multiplicidade algebrica igual a 2 e A = 2 tern multiplicidade algebrica 
igual a 1. Cada autovalor gera somente um autovetor, portanto a multiplicidade geometrica e 1, 
para qualquer autovalor. 


Autovalor 

MA 

MG 

A = 1 

2 

1 

A = 2 

1 

1 


b) det(B- A l)=0 ^ A 2 (A + 2) = 0 

Para A l =A 2 =0 temos autovetores da forma (x,y,x), x,yA0, que sao gerados pelos vetores 


Vl =(0,1 ,0) e v 2 =(1 ,0,1). 


Para A 3 = -2 tern como autovetor v 3 =(-1 ,3,1 ). 


E facil verificar que estes 3 vetores sao LI. Pelo teorema, 


p = [ Vl v 2 v 3 ] = 


0 1 -1 
10 3 

L0 1 1 


e invertivel. Alem disso, P' 1 BP=D= 


0 0 0 

0 0 0 

0 0-2 


, ou que, BP=PD. 


Cuidado ao trocar a ordem! Por exemplo, se P = [v 3 v t v 2 ], entao D= 


Ao o 
0 A, 0 

o o A 


Observagao: A = 0 tern multiplicidade algebrica igual a 2 e A 3 =-2 tern multiplicidade 
algebrica igual a 1 . 
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A, = 0 gera dois autovetores e A, = -2 gera um autovetor, portanto A, tern multiplicidade 
geometrica igual a 2 e A, tem multiplicidade geometrica igual a 1 . 


Autovalor 

MA 

MG 

A = 0 

2 

2 

A = -2 

1 

1 


5.2.5 Teorema 

Se A (nxn) tem n autovalores distintos entre si, entao A e diagonalizavel. 

Observagao: Os autovalores de uma matriz triangular sao os elementos da sua diagonal principal. 


Exemplo: Os autovalores da matriz 



-3 

5 

0 


7 

1 

-1 


sao A, = 2, Z, = 5, A, = -1. 


Como a dimensao da matriz e n=3 e possui 3 autovalores distintos, pelo Teorema 5.2.4, a matriz A 
e diagonalizavel. 


5.2.6 Teorema da Diagonalizagao 

Seja A(nxn) com k <n autovalores distintos. Sao equivalentes os enunciados: 

i) A e diagonalizavel. 

ii) A uniao de todos os autovetores gerados pelos autovalores contem n vetores LI. 

iii) A multiplicidade algebrica (MA) de cada autovalor e igual a sua multiplicidade geometrica (MG). 


5.2.7 Exemplos 



"0 1 0" 


-to r 

Considere as matrizes ^ = 

0 0 1 
2-5 4 

, B = 

3 0-3 

1 0 -1 


a) O polinomio caracteristico da matriz A e p(2) = -(2 - 1) 2 (A - 2). Portanto, =A 2 =1 tem 

multiplicidade algebrica igual a 2 mas multiplicidade geometrica igual a 1, logo nao e 
diagonalizavel, de acordo com o Teorema da Diagonalizagao. 


Autovalor 

MA 

MG 

A = 1 

2 

1 

A = 2 

1 

1 
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b) O polinomio caracteristico da matriz B e p(A ) = A 2 (A + 2). Logo, a matriz B tern dois autovalores 
distintos A, = A 2 =0e A, =-2.0 autovalor A = 0 tem multiplicidades algebrica e geometrica 

iguais a 2, e para o autovalor A = -2, as multiplicidades sao iguais a 1. Portanto, de acordo com 
o Teorema da Diagonalizagao, A e diagonalizavel. 


Autovalor 

MA 

MG 

A = 0 

2 

2 

A = -2 

1 

1 


♦ EXERCICIOS (semelhanga e diagonalizagao) 

1) Verifique se os operadores lineares abaixo sao diagonalizaveis. 

a) T: R 2 — > R 2 ; T(x, y) = (2y, x) 

b) T: R 3 -> R 3 ; T(x, y, z) = (x + y, x - y + 2z, 2x + y - z) 

c) T: R 4 -> R 4 ; T(x, y, z, w) = (x, x + y, x + y + z, x + y + z + w) 

d) T; r2 ^ r 2; T(x , y) = (-6y, -x + y) 


2 ) Utilize o teorema 5.2.2 (a matriz A nxn e diagonalizavel O A tiver n autovetores LI) para 
verificar se A e diagonalizavel. 


a) A = 


b) A = 


Cl) c > a = 

A 2 3 ' 


f 1 0 2 n 


" 010 " 

0 1 2 
o 1 , 

d) A = 

-1 0 1 
,112 

e) A = 

0 0 1 
-1 0 0 y 


3) Determine se A e diagonalizavel e, quando for, encontre uma matriz invertfvel P e uma matriz 


diagonal D tais que P _1 AP=D, ou, AP=PD. 






"3 1 0" 


"1 0 r 


"1 0 0 " 

"5 2" 
_2 5_ 

b) a = 

"-3 4" 

-1 1 

C) A — 

0 3 1 

d) A - 

0 1 1 

e) A = 

2 2 1 





0 0 3 


1 1 0 


3 0 1 


f) A = 

" 1 2 1" 

-1 0 1 

g ) a = 

"2 0 0 2" 
0 3 2 1 

h)A = 

"2 0 0 4 " 

0 2 0 0 


1 1 0 


0 0 3 0 
0 0 0 1 


0 0-20 
0 0 0 -2 


4 ) Encontre todos os valores reais de k para os quais A e diagonalizavel. 
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(a)^ = [J 1] (i)-4 = [J (] (04 = [* J] (d)A = 


10 k 
0 10 
L0 0 1 


Respostas (Semelhanga e diagonalizagao de operadores) 


1 - a) sim 

2 - a) sim 

3 - a) P = 


b) sim 
b) sim 


c) nao 
c) nao 


d)sim 
d) sim 


e) nao 


1 1 

-1 1 


D = 


3 0 
0 7 


"l 

1 

-1 


"2 

0 

0" 

1 

1 

1 

,D = 

0 

-1 

0 

1 -2 

0 


0 

0 

1 


b) A-|=A2=-1. Com apenas o autovetor (2,1) nao e possivel determinar P. Logo, A nao e 
diagonalizavel. 

c) Para A = 3 temos apenas o autovetor (1,0,0). Como nao e possivel determinar P com 1 vetor 
entao A nao e diagonalizavel. 


d) p = 


e) O polinomio caracteristico de A e (1 - A) 2 (2 - A) = 0. Autovalores: 1 e 2. 

Para A = 1 , a multiplicidade algebrica vale 2 e tern como autovetor 

(0,1 ,-1 ), portanto a multiplicidade geometrica vale 1. Logo, A nao e diagonalizavel. 

f) O polinomio caracteristico de A e A 2 (l - A) = 0. 

Para X = 0 , a multiplicidade algebrica vale 2 e tern como autovetor 

(1 ,-1,1), portanto a multiplicidade geometrica vale 1. Logo, A nao e diagonalizavel. 

g) O polinomio caracteristico de A e (2 - A) (3 - A) 2 (l - A) = 0. 

Para A = 3 , a multiplicidade algebrica vale 2 e tern como autovetor 

(0,1 ,0,0), portanto a multiplicidade geometrica vale 1 . Logo, A nao e diagonalizavel. 


h) p _ 


"1 

0 

0 

-f 


"2 

0 

0 

0 " 

0 

1 

0 

0 

’ D = 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

1 

0 


0 

0 

-2 

0 

_0 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

-2 


4 - (a)V/c e R tal que k =£ 1; ( b)k = 0; (c)V/c e R ; ( d)k = 0. 


Algebra Linear COMAT Coordenadoria de Matematica 2015 


6 

POLINOMIO MINIMO E FORMA CANONICA DE JORDAN 


No capftulo anterior vimos que os operadores podem ser ou nao diagonalizaveis, exibindo uma 
base de autovetores, ou mostrando a inexistencia desta base. Em casos de espagos vetoriais de 
baixa dimensao, este e o procedimento conveniente. Entretanto, podemos estar interessados, 
principalmente, em casos de espagos vetoriais de dimensao alta, onde os calculos sao longos. 

Ja sabemos que se dim I V = n e o operador linear T tern n autovetores distintos, entao T e 
diagonalizavel. No caso geral, a resposta esta ligada ao aspecto de urn polinomio que chamaremos 
de polinomio mfnimo do operador T. Para isso, vamos introduzir a definigao de polinomios 
calculados em matrizes. 


6.1 Definigao: Seja p(x) = a n x n + ■■■ + a x x + a 0 urn polinomio e A uma matriz quadrada. Entao, 
p(A) e a matriz 

p(A ) = a n A n + — h a t A + a 0 I. 

Quando p(A) = 0, dizemos que o polinomio anula a matriz A. 


6.1.1 Exemplo: Sejam os polinomios p(x) = x 2 - 9 e q(x) = 2x + 3 



Entao p(x) anula A e q(x) nao anula A. 


6.2 Definigao: Seja A uma matriz quadrada. O polinomio mmimo de A e um polinomio 

m(x) = x k + + — I- a 0 

tal que 

(i) m(A)=0, isto e, m(x) anula a matriz A. 

(ii) m(x) e o polinomio de menor grau entre aqueles que anulam A. 


Observagao: O coeficiente do termo x k do polinomio mfnimo e 1 . 
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A seguir serao apresentados alguns resultados envolvendo polinomio minimo que indicarao um 
procedimento que possibilita determinar se um operador linear e diagonalizavel ou nao, sem 
calcular os autovalores. 

6.3 Teorema: Sejam T: V -» V um operador linear e a uma base qualquer de V de dimensao n. 
Entao T e diagonalizavel se, e somente se o polinomio minimo de [T]% e da forma 

m(x) = (x — Ai)(x — A 2 ) ... (x — A r ) com A lt A 2 , ... , A r distintos 

O problema que consiste em determinar se T e diagonalizavel reduz-se em encontrar o polinomio 
minimo de T. 


6.4 Teorema de Cayley-Hamilton: Seja T: v -> v um operador linear, a uma base de V e p(x) 
o polinomio caracteristico de T. Entao 

vm a a) = 0 

Isto significa que o polinomio caracteristico e um candidato ao polinomio minimo porque ele satisfaz 
a condigao (i) da definigao 6.2. 


6.5 Exemplo: Demonstragao do teorema de Cayley-Hamilton no caso 2x2. 
Seja [T]a = [“ Entao o polinomio caracteristico e 

p(X) = det([ a c b d \-*[l ^]) = ( a — A)(d — A) — be. 


Logo 


Ptms-c-K a-C b M< a-C SD-^G 1 

pans) = [_° c -_ b d ]l d :; - 0 1-[ 6 0 c ®] = G a 


6.6 Teorema: As raizes do polinomio minimo sao as mesmas raizes (distintas) do polinomio 
caracteristico. 

Estes dois ultimos teoremas juntos nos dizem como achar o polinomio minimo de um operador 
linear T: V -» V. O polinomio minimo deve ser de grau menor ou no maximo igual ao do polinomio 
caracteristico e ainda deve ter as mesmas raizes. 


6.6.1 Exemplo: 
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Seja T: V -» V um operador linear e a uma base de V. Suponhamos que o polinomio caracteristico 
de T seja p (A) = (A - 3) 2 (A - 1) 3 (A + 5). 

Entao o seu polinomio minimo sera um dos polinomios: 

Pi(x) = (x - 3) (x — 1) (x + 5) 
p 2 (x) = (x - 3) 2 (x - 1) (x + 5) 

P 3 (x) = (x — 3) (x — l) 2 (x + 5) 
p 4 (x) = (x — 3) (x — l) 3 (x + 5) 
p 5 (x) = (x — 3) 2 (x — l) 2 (x + 5) 
p 6 (x) = (x — 3) 2 (x — l) 3 (x + 5) 

Como o polinomio mfnimo e o de menor grau que anula [T]£, verificamos primeiramente se 
Pi([T]g) = 0. Em caso afirmativo, p 4 (x) sera o polinomio minimo. Se Pt([T]%) A 0, testamos 
p 2 ([T]£ ) e assim sucessivamente. Na pior das hipoteses o polinomio minimo sera o proprio 
polinomio caracteristico. 

Se voltarmos ao primeiro teorema (6.3) veremos que o operador linear T sera diagonalizavel se 
Pi(x) for o polinomio minimo. Entao, vamos reestruturar o teorema 6.3. 


6.7 Teorema: Sejam A 1 ,A 2 ,...,A r os autovalores distintos de um operador linear T. Entao T sera 
diagonalizavel se, e somente se o polinomio 


(x — A 1 ){x — A 2 ) ■■■ (A — A r ) 


anular a matriz de T. 


6.7.1 Exemplo: O operador linear T:R 4 -» R 4 definido por T(x,y,z,t ) = (3x - 4z, 3y + 5z, -z, -t) e 
diagonalizavel? 

Resolugao: Seja a = {e lt e 2 , e 3 , e 4 } a base canonica de R 4 . Logo, a matriz mudanga de base e 


A = = 


3 

0 

0 

0 


0 

3 

0 

0 


-4 0 
5 0 
-1 0 
0 -1 


Calculemos o polinomio caracteristico 

p(A) = det(A - AI) = (3 - A) 2 (-l - A) 2 

Os autovalores sao A t = 3 e A 2 = - 1 , ambos com multiplicidade 2. Entao, os candidatos a 
polinomio minimo sao 

Pl (A) = (3 — A) (— 1 — A) 

P 2 (A) = (3 — A) 2 (— 1 — A) 

P 3 (A) = (3 — A) (— 1 — A) 2 
p 4 (A) = (3-A) 2 (-l-A) 2 


Notamos que 
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Pi 04) = (3 1-AX-I-A) = 


0 

0 

4 

0 


—4 

0 

4 

0 ' 

0 

0 

-5 

0 


0 

-4 

-5 

0 

0 

0 

4 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

4 . 


. 0 

0 

0 

0 . 


= 0 


4x4' 


alem disso, dentre os candidatos, p x (A) e o de menor grau. Logo, p^X) e o polinomio minimo. Pelo 
Teorema 6.7, como p x (A) anula a matriz de T entao T e diagonalizavel. 


♦ Exercicio: 


Determine o polinomio minimo da matriz A = 


0 

1 

.1 


0 

2 

0 


— 2 " 

1 

3 . 


e verifique se a matriz e diagonalizavel. 


6.8 Teorema 

O polinomio minimo m(t) de A divide todo polinomio que tern A como zero. 
Em particular, m(t) divide o polinomio caracteristico pit) de A. 


6.9 Matriz Companheira 


Considere o polinomio fit) = t n + a n _ 1 t n ~ 1 + --- + a 2 t 2 +a 1 t + a 0 . Seja A nxn contendo 1 logo 
abaixo da diagonal principal, o negativo dos coeficientes na ultima coluna e zeros nas demais 
posigoes, como segue: 


A 


nxn 


0 0 ... I ) &0 

1 0 ... 0 -«1 

0 1 ... 0 -a-2 

0 0 ... 1 -a n -i- 


Entao, A e denominada a matriz companheira de fit). Alem disso, o polinomio minimo m(t) e o 
polinomio caracteristico p(t) = det (tl - A) sao ambos iguais a fit). 


6.9.1 


Exemplo: Determine o polinomio minimo m(t) de A = 


0 

1 

.0 


0 

0 

1 


6 ‘ 
-11 
6 . 


e verifique se confere a 


teoria da matriz companheira. 


Solugao: O polinomio caracteristico e 


pit) = det (t/ — A) = 


t 

-1 

0 


0 -6 
t 11 
-1 t - 6 


pit) = t 3 — 6 1 2 + lit — 6 
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Alem disso, p(t) = (t — 1) (t — 2 )(t — 3) = m(t ) 

Portanto, p(t) = t 3 - 6 1 2 + lit - 6 confere com a teoria da matriz companheira, onde a 0 = -6, 

CL ^ — 1 1, CI 2 “ 6. 


6.9.2 Exemplo: Determine uma matriz A cujo polinomio minimo seja /(t) = t 3 + 5 1 2 - 3t - 2. 
Solupao: Como a 0 = -2, a x = -3, a 2 = 5, entao a matriz companheira de /(t) e 



0 

0 

2 ' 

A = 

1 

0 

3 


.0 

1 

-5. 


6.10 Potencia de uma matriz 

Nesta sepao mostraremos como utilizar a diagonalizapao para calcular a potencia de uma matriz. 
Considere a matriz A nxn e a matriz invertivel P nxn - Entao 

(P -1 AP) 2 = (P _1 AP)(P _1 AP) = P~ 1 AIAP = P~ 1 A 2 P 
Pode-se provar por indupao que para qualquer inteiro positivo k, 

(P _1 AP) k = P _1 A k P 

Se A for diagonalizavel e se P -1 AP = D, onde D e uma matriz diagonal, entao 

(P _1 AP) k = D k 
P~ 1 A k P = D k 

Resolvendo esta equapao em A k obtemos 

PP~ 1 A k P = PD k 
A k p = PD k 
A k PP~ 1 = PD k P ~ 1 
A k = PD k P~ 1 

6.10.1 Exemplo: Seja a matriz A = [j 1 ^]- 

a) Verifique que A e diagonalizavel e encontre uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D tal 
que P _1 AP = D. 

b) Utilize a equapao A k = PD k P~ 1 para determinar A n e A 10 . 

Solupao: 
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a) det(A — t/) = (1 — £)(2 — t) = 0. 

Para o autovalor t = 1 temos como autovetor os multiplos de v x = (1,1). 
Para o autovalor t = 2 temos como autovetor os multiplos de v 2 = (0,1). 
Como encontramos 2 autovetores LI entao a matriz A e diagonalizavel. 
Portanto, 



Dai, P~ 1 AP = D. 


b) A n = PD 11 ?- 1 = 



0 

l n 

°1 

f 1 °1 

1-1 

1 

0 

2 nJ 

L-i i-l 



°i 

rl 0i _ r 1 

°1 

ii 

2 n J 

L-i lJ Li - 2 n 

2 n J 


Consequentemente, 


1 0 1 = [ 1 ° 1 

1 — 2 10 2 10 J “ L— 1023 1024J 


6.11 Forma Canonica de Jordan 

Sabemos que nem todo operador T: V -> V em urn espago vetorial de dimensao finita e 
diagonalizavel, ou seja, nem sempre existe uma base p de V tal que a matriz [T]p e diagonal. 

Entretanto, para varias aplicagoes, e suficiente que exista uma base /? tal que a matriz [T]^ tenha 
uma forma bastante proxima da forma diagonal chamada forma canonica de Jordan. 


: Uma matriz J,nxn, esta na forma canonica de Jordan, se ela e da forma 


U ,° - o 
0 1 •" 0 


0 0 


A 


em que J e igual a 
A; 
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[4 

1 

0 

... 0 

1 

0 

0 

A 

1 

... 0 

0 

0 

0 

0 

- A ; 

1 

1 

O 

0 

0 

... 0 

1 


para j = 1, A matriz / e chamado bloco de Jordan. 

A 

A representapao para blocos de Jordan de dimensao 1 e [ ^, ] ■ 


6.11.2 Exemplo: As matrizes 


;i = 


2 10 0 
0 2 10 
0 0 2 0 
0 0 0 2 


7 3 = 


4 10 0 
0 4 10 
0 0 4 1 
0 0 0 4 


J2 = 


5 10 0- 
0 5 0 0 
0 0 3 1 
0 0 0 3- 


, 74 = 


7 0 0 0 
0 7 0 0 
0 0 7 0 
0 0 0 7 


estao na forma canonica de Jordan. A primeira, / 1, e formada de dois blocos de Jordan, o primeiro 
bloco e 3 x 3 e o segundo 1 x 1. A segunda matriz, J2, e formada por dois blocos de Jordan 2x2. 
A terceira, por somente urn bloco e a ultima por 4 blocos lxl. 


A matriz 


-6 

1 

0 

0 - 

0 

6 

1 

0 

0 

0 

6 

1 

Lo 

0 

0 

2-1 


nao esta na forma canonica de Jordan. Como os elementos da diagonal 


nao sao iguais, ela teria que ser formada por pelo menos urn bloco de Jordan e [-1] deveria ser 
urn bloco de Jordan lxl. Entretanto, a entrada imediatamente acima de 2 nao e igual a 0. 


6.11.3 Exemplo: Encontre as possiveis matrizes na forma canonica de Jordan para urn operador 
cujo polinomio caracteristico e dado por p(t) = (2 - (1 - A). 

Solucao: Note que 0 operador linear T apresenta os autovalores 2 e 1. Como as multiplicidades 
algebricas (MA) e geometrica (MG) do autovalor 1 sao iguais a urn, entao 0 unico bloco 
correspondente a este autovalor e [1]. 
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Com relagao ao autovalor 2, a sua MA e 3. Se sua MG for 3 entao existem 3 blocos associados a 
este autovalor e todos eles sao iguais a [2], Neste caso, a matriz da forma canonica de Jordan 
para este operador e 

■ 0 0 0 - 
0 2 0 0 
0 0 2 0 ' 

-0 0 0 2 - 

Se a MG do autovalor 2 for dois, entao existem dois blocos correspondentes a este autovalor que 
sao da forma 



Assim, a matriz da forma canonica de Jordan para este operador e 


-I 

0 

0 

0- 

0 

2 

1 

0 

0 

0 

2 

0 

Lo 

0 

0 

2 J 


Se a MG do autovalor 2 for urn, entao existe urn bloco correspondente a este autovalor dado por 


'2 

1 

O' 

0 

2 

1 

.0 

0 

2. 


Assim, a matriz da forma canonica de Jordan para este operador e 


-1 

0 

0 

0- 

0 

2 

1 . 

0 

0 

0 

2 

1 

Lo 

0 

0 

2 J 


Exercicios 

1) Determine todas as formas canonicas possiveis para urn operador linear T:V->V cujo polinomio 
caracteristico e p(t) = (t - 2) 3 (t - 5) 2 (Colegao Schaum) 

2) Determine todas as formas canonicas de Jordan J possiveis para uma matriz de ordem 5 cujo 

polinomio minimo e m(t) = (t - 2) 2 (Colegao Schaum) 
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♦ EXERCICIOS (Polinomio Minimo e Forma Canonica de Jordan) 


1) Seja a matriz A = 


■2 

1 

0 

0- 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

3- 


a) A e diagonalizavel? 


b) 


Encontre seu polinomio minimo. 



1 1 O' 


2 0 O' 

2 ) Sejam as matrizes A = 

0 2 0 

e B = 

0 2 2 


.0 0 1. 


.0 0 1. 

caracteristicos diferentes (e que, assim, nao sao seme 


minimo. 


. Mostre que A e B tern polinomios 
hantes), mas tern o mesmo polinomio 


3) Determine o polinomio minimo m(t) da matriz (onde aAO): b = 


X 

0 

0 


a 

X 

0 


0 

a 

X 



"4 

1 

0 

0 

0" 


0 

4 

1 

0 

0 

4) Ache o polinomio minimo m(t) da matriz M = 

0 

0 

4 

0 

0 


0 

0 

0 

4 

1 


0 

0 

0 

0 

4 


5) Determine uma matriz A cujo polinomio minimo seja 

(a) f(t) = t 3 -8? 2 +5r + 7 (b) f{t) = t 4 -3t 3 -At 1 +5r + 6 


6) Use a equagao A k = PD k P 1 para calcular a potencia indicada da matriz. 


a) A 11 onde A = 

b ) a 1000 onde A = 


-1 

0 

. 0 


1 

0 

.0 


c ) A 1000 onde A = 


1 

0 

.0 


7 

-1 

1 

0 . 

15 

-2. 

-2 

8 ' 

-1 

0 

0 

-1. 

-2 

8 

-1 

0 

0 

-1 


7) Encontre A n sene urn inteiro positivo e 


a) A = 


0 


-1 

2 

-1 


0 
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Respostas (Polinomio Minimo e Forma Canonica de Jordan) 


1 (a) nao (b) p(x) = (2 - x) 2 - (3 - x) = - x 3 + 7x 2 - 1 6x + 12 


3) m(t) =p(t) = (t — A) 3 

4) m(t) = (t - 4) 3 


5) (a) A 



0 



"0 

0 

0 

-6 

'0 

-i 



1 

0 

-5 

ii 

S) 

1 

0 

0 

-5 

0 

1 

8 


0 

1 

0 

4 





0 

0 

1 

3 _ 


6a) D = 


6 b) A 1 


1 

K) 

O 

O' 



1 

1 

1 


0 


-5 

1 







t-H 

1 

O 

0 

, P 


0 

0 

1 

, P" 1 = 

1 


4 

-1 

) 






o 

o 

1 . 



.1 

0 

5. 


.0 


1 

0 . 
















■ — 

1 10237 

-20471 








A 

11 

II 

“a 

Cj 

"a 

i 

II 


0 

1 


0 














. 0 10245 

-2048. 







1 

1 


-4' 

n o 

0 

1000 

1 

-1 

4' 


1 

0 

O' 

P D iooo 

P~ 

l _ 

0 

1 


0 

rH 

1 

O 

0 


0 

1 

0 

= 

0 

1 

0 




.0 

0 


1 . 

O 

o 


-1. 


.0 

0 

1. 


.0 

0 

1 . 


= I 


6c) / (matriz identidade) 



1 1 

1 ' 

l n 

0 

0 ' 

[1/6 

1/3 

1/6 

7a) A n = PD n P~ 1 = 

2 0 

-1 

0 

3 n 

0 

1/2 

0 

-1/2 


.1 -1 

1 . 

. 0 

0 

4 n 

.1/3 

-1/3 

1/3 . 


(3 n + 3(— l) n )/4 (3 n+1 - 3(— l) n )/4 

(3 n - (— l) n )/4 (3 n+1 + (— l) n )/4 


2015 


Algebra Linear COMAT Coordenadoria de Matematica 2015 


7 

PRODUTO INTERNO 

7.1 Definigao: Seja V um espapo vetorial real. Um produto interno sobre V e uma funpao que a 
cada par de vetores u e v, associa um numero real, indicado por <u,v>, satisfazendo as 
propriedades: 

Pi) < v, v > > 0 para todo vetor v, e 
< v, i7> = 0<=>r , = 0. 

P 2 ) <oc u, v >=oc< u, v >, Va e IR. 

P 3 ) < u + v, w >=< u,w > +< v, w >. 

P 4 ) < u,v > =< v, u >. 

♦ Exerci'cios: 

1) No espapo vetorial V=M 2 , mostre que a aplicapao que associa cada par de vetores u=(x 1 ,y 1 ) e 
v=(x 2 ,y 2 ) ao numero real <u,v > = 2x^ 2 + 5yiy 2 e um produto interno. 

2) Em relapao ao produto interno <u,v> =2x 1 x 2 +5y 1 y 2 , calcular < u,v > para u=(2,1) e v=(3,-2). 

Observapoes: 

i) O produto interno examinado neste exercicio e diferente do produto interno usual do IR 2 que e 
definido por: <u,v > = x^ + y 4 y 2 . Portanto, e possivel a existencia de mais de um produto interno 
no mesmo espapo vetorial. 

ii) Se u=(x 1 ,y 1 ,z 1 ) e v=(x 2 ,y 2 ,z 2 ) sao vetores quaisquer do IR 3 , 0 numero real <u,v > =x 1 x 2 +yiy 2 +z 1 z 2 
define 0 produto interno usual do IR 3 . 

De forma analoga, se u=(x 1 ,x 2 ,...,x n ) e v=(y 1 ,y 2 ,...,y n ), 0 numero real < u, v > =x 1 y 1 +x 2 y 2 +...+x n y n 
define 0 produto interno usual no IR n . 

7.2 Espapo vetorial euclidiano 

Um espapo vetorial real, de dimensao finita, no qual esta definido um produto interno, e um 

espago vetorial euclidiano. 
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7.3 DefiniQao: Seja V um espago vetorial com produto interno <,>. Definimos a norma (ou 
comprimento) de um vetor v e, relagao a este produto interno por ||n|| = V< v,v >. 

Se ||v|| = 1, isto e, <v,v>=l, v e chamado vetor unitario. Dizemos, neste caso, que v e 
normalizado. 

Todo vetor nao nulo v e V pode ser normalizado, da seguinte forma: u = ^ 

Observe que o modulo de v depende do produto interno utilizado: se o produto interno muda, o 
modulo altera-se. 

♦ Exercicios: 

1 . Dado o vetor v=(-2,1 ,2) e IR 3 , calcular a norma de v e normalizar v, considerando que: 

(a) IR 3 esta munido do produto interno usual 

(b) Em IR 3 esta definido o produto interno < v lt v 2 > = 3x 1 X2+2y 1 y 2 +z 1 z 2 , sendo v 1 =(x 1 ,y 1 ,z 1 ) e 
V2=(x 2 ,y 2 ,z 2 ) 

2. Dado o espago vetorial V=M 3 , munido do produto interno usual, calcular o escalar m de modo que 
||v||=7 onde v=(6,-3,m). 

3. Dado o espago das fungoes continuas no intervalo [0,1] em que o produto interno e 


a) Determine o produto interno de f(x)=x+1 e g(x)=2x 

b) Calcular a norma de f(x)=x+1 

c) Normalizar a fungao f(x)=x+1 

7.4 Propriedades do modulo de um vetor 

Seja V um espago vetorial euclidiano. 

(i) ||v||> 0, Vu£ V e ||v|| = 0 <=^> v = 0 

(ii) ||cm|| = |a|. ||u||, Vu e V, Va e R 
Demonstragao de (ii): 

||cm|| = yj< au, au >= yja < u, au >= yja < au,u >= yja 2 <u,u >= \a\^J< u,u >= |a|. ||u|| 

(iii) ||u+v||<||u||+||v||, Vu,v e V 

Observagao: ||u+v||<||u||+||v|| e denominado desigualdade de Shwarz ou inequagao de Cauchy- 



o 


Schwarz ou Desigualdade triangular. 
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Interpretagao Geometrica no IR 2 ou IR 3 

“A soma das medidas de dois lados de um triangulo e maior do que a 
medida do terceiro lado.” 


7.5 Angulo entre dois vetores 

Sejam u e v vetores nao-nulos de um espago vetorial euclidiano V. A partir da desigualdade de 
Shwarz, pode-se chegar ao angulo de dois vetores dados por: 

< u, v > 


cosd = 


0 < 9 < n 


u 


♦ Exercicios: 

No espago vetorial das matrizes quadradas V=M(2x2), dadas duas matrizes quaisquer, u = 
(c 1 rf 1 ) e v = (? rf 2 )’ 0 ni ^ mero rea ' <u,v >= a 1 a 2 + b 1 b 2 + 0^2 + d .^2 define um produto 
interno em M(2x2). 

Sabendo que u = ^ ^ e v = ^ ^ Calcular: 

a) ||u+v|| b) O angulo entre u e v 


7.6 Distancia entre dois vetores 

Chama-se distancia entre dois vetores (ou pontos) u e v, o numero real, representado por d(u,v), 
definido por: d(u,v) = ||u-v|| 

Se u = (x^yA e v = (x 2 ,y 2 ) sao vetores (ou pontos) do IR 2 , com produto interno usual, temos que: 

d(u,v)= 1 1 u- v| | =|(xi-x 2 , yi-y 2 )|=V (x t - x 2 ) 2 + (yi - y 2 y 
Se a = (a 1 ,a 2 ,...,a n ) e b = {b lt b 2 , .... b n ) pertencem a IR n e considerando o produto interno usual, 
temos que: 

d{a,b ) = || a - b\\ = V (% - M 2 + 0*2 ~ ^ 2 ) 2 + ••• + (a n - KY 

7.7 Vetores ortogonais 

7.7.1 Definigao: Seja V um espago vetorial com produto interno <,>. Diz-se que dois vetores u e 
v sao ortogonais (em relagao a este produto interno) se <u,v> = 0. Neste caso utiliza-se a 
notagao u 1 v. 
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7.7.2 Propriedades 

(i) 0 i v para todo v e V. 

(ii) Se u l v entao v l u 

(iii) Seviw para todo we V, entao v = 0. 

(iv) Se % 1 v e u 2 1 v, entao ( u t + u 2 ) i v 

(v) Se u i v e a e M, entao au 1 v. 

7.7.3 Exemplos: 

1) Os vetores u=(2,7) e v=(-7,2) de R 2 , munido do produto interno usual, sao ortogonais pois 
< u, v > = 2. (—7) + 7.2 = 0. 

2) Os vetores u=(-3,2) e v=(4,3) sao ortogonais no espago vetorial V=M 2 em relagao ao produto 
interno <(xi,y 1 ),(x2,y 2 )>=x 1 .X2+2yiy 2 . 


7.8 Conjunto ortogonal de vetores 

Dado um espago vetorial euclidiano V, diz-se que um conjunto de vetores {v 1 ,v 2 ,...,v n }^V e 
ortogonal, se quaisquer dois vetores distintos sao ortogonais entre si, isto e, < v 0 Vj >= 0 para i * j. 

7.8.1 Teorema: Um conjunto ortogonal de vetores nao-nulos a = ,v n } de um espago 
vetorial euclidiano V e linearmente independente. 

7.8.2 Exemplos 

1) Em relagao ao produto interno usual, a base canonica do R 3 , {i,j,k}, e um conjunto ortogonal 
pois < i,j > =< j,k > =< k,i > = 0. 

2) Dado o produto interno < (x x ,y lt z^), ( x 2 ,y 2 ,z 2 ) > = 3x x x2 + 2y 1 y 2 + z 1 z 2 , veriticar que {u,v,w} e 
ortogonal, onde u = (1,2,3), v = (4, -3,0) ev = (3,6, -11). 

Resolugao: 

< u, v > = 3.1.4 + 2.2. (—3) + 3.0 = 0, 

<u,w> = 3.1.3 + 2.2.6 + 3. (-11) = 0, 

< v,w > = 3.4.3 + 2. (—3). 6 + O.(-ll) = 0. 


♦ Exercicios 

1) No espago vetorial R 3 , verifique que o conjunto {(1,2-3), (3, 0,1), (1,-5, -3)} e ortogonal em relagao 
ao produto interno usual. 
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2) Determine os vetores w e R 3 tais que \\w\\ = 1 e (w, u) = (w, v) = 0 em relagao ao produto 
interno usual, em que u = (1,1,1) e v = (1, -1,0). 

7.8.3 Base ortogonal 

Se dim(y) = n entao qualquer conjunto de n vetores nao-nulos e dois a dois ortogonais constitui 
uma base ortogonal de V. 


7.8.4 Base ortonormal 

Uma base A = i, — ,v n } de urn espago vetorial euclidiano V e ortonormal se todos os vetores de A 
sao unitarios e dois a dois ortogonais, isto e: 


< Vi, Vj > = 


0 se i ^ j 

1 se i = j 


7.8.5 Exemplos 

1) As bases canonicas do IR n sao bases ortonormais em relagao ao produto interno usual. 

2) A base B = {(y<^)<(y<y)} do M 2 e ortonormal em relagao ao produto interno usual. 

3) Uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base ortogonal, normalizando cada urn de 
seus vetores. Assim, da base ortogonal B={(1 ,2-3),(3,0,1 ),(1 ,-5,-3)} do M 3 , relativamente ao produto 
interno usual, pode-se obter a base ortonormal B’={u 1 ,u 2 ,u 3 }. 


7.9 Processo de ortogonalizagao de GRAM-SCHMIDT 

A partir de uma base qualquer de urn espago vetorial existe urn processo para se obter uma base 
ortonormal. Inicialmente vamos dar uma descrigao deste processo de ortonormalizagao para uma 
base A = {vi,v 2 }. 

Seja v\ = v x . Precisamos encontrar a partir de v 2 urn novo vetor v' 2 ortogonal a v\, isto e, 
(v' 2 ,v\) = 0. Para isto tomamos v’ 2 = v 2 - cv\, onde c e um numero escolhido de modo que 

(v' 2 ,v\) = 0, ou seja, (v 2 - cv\ ,v\) = 0. Isto implica que c — ^ 2 

{V't.V'B 
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Ficamos entao com 
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v ■, = 


, (v 2 ,v\) , 

V 2 = V 2 - 7-7 -7 , Pl 

(17 1( 17 i) 


Observe que i 7' 2 foi obtido de i 7 2 , subtraindo-se deste a projegao do vetor i 7 2 na diregao de v\ e que 
v\ e v' 2 sao vetores ortogonais nao nulos. Podemos entao normaliza-los, 


obtendo uma base /?' = {iii,n 2 } que e ortonormal. 


7.9.1 Seja /? = {(2,1), (1,1)} uma base de R 2 . Obtenha a partir de /? uma base ortonormal em 
relagao ao produto interno usual. 

Sejam v t = (2,1) e v 2 = (1,1). Considere 

v'i = Vl = ( 2 , 1 ) 

{v 2 ,v\) 3 /— 1 2\ 

V2 = V2 ~ ” * = (u) - 5 R1) = (t' 5 ) 

Normalizando estes vetores obtemos: u t = u 2 = =,-A) 

Entao, /?' = {u 1( u 2 } e uma base ortonormal. 


O procedimento de ortogonalizagao de dois vetores pode ser generalizado para uma base /? = 
{v x ,v 2 , •■•,i 7 n }. Continuando 0 raciocinio do caso anterior, estabelega que v' 3 = v 3 - mv' 2 - kv\ 
onde m e k satisfazem as equagoes {v' 3 ,v\) = Q e (v' 3 ,v' 2 ) = 0. Desenvolvendo estas duas 
condigoes obtemos 

7 ( V 3 ,V'l> _ (V 3 ,Vl 2 ) 

k - -, m = 

(vii.V'i) \V' 2 ,V' 2 ) 


E portanto, 


1/3 = 17 3 - 


(l7 3 , 17^2 ) , 

W 2 ,v ' 2 ) V2 


(v 3 ,y\) 

W\,v\) 


1 


O vetor 17 ' 3 e obtido de i 7 3 , subtraindo-se suas projegoes sobre v\ e i 7 ' 2 . Procedendo de maneira 
analoga, obtemos os vetores v\,-- , v ' n . 


Assim, a partir de uma base /? = {v^ — .Vn} de urn espago vetorial V, construimos a base ortogonal 
,v' n } dada por: 
v\ = V x 
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, {V3,v' 2 ) , {v-s.v'-l) , 

173-173 (v' 2 ,v' 2 ) V 2 (v\,v\) Vl 


, (Vn.v'n-l) , 

v n ~ v n , , i v v n - 1 

(V n-h V n- 1) 


(v n ,v' i> , 
{v\,v\) Vl 


Este procedimento e conhecido como processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt. 

Se quisermos agora obter uma base ortonormal, basta normalizarmos os vetores v\ por 


u i = v j \v 


7.9.2 Exemplo: Seja P = {v 1 ,v 2 ,v 3 } uma base de R 3 onde v 1 = (1,1,1), v 2 = (0,2,1), v 3 = 
(0,0,1) ■ Vamos obter a partir de ft uma base ortonormal em relagao ao produto usual. Utilizando o 
processo de Gram-Schmidt temos: 
v’l = v t = ( 1 , 1 , 1 ) 

v' 2 = v *~ T^A v ' 1 = (0,2,1) - | (1,1,1) = (-1,1,0) 


V 3 = V 3 


(v 3 ,v' 2 ) , (l? 3 ,^l> , 


3 , v ' i ) 1 (-1 -1 2 \ 

T—^v\ = ( 0 , 0 , 1 ) - 0 (— 1 , 1 , 0 ) - -( 1 , 1 , 1 ) = — , — 

\ } V o V o o c>J 


W 2 ,V’ 2 ) z w 

Normalizando os vetores v\,v' 2 e v' 3 temos 

Ul = (vf'Vf'Vf)’ Ul = (vf’Vf' 0 )’ Us = (vf’Vf’Vl) 
e /?' = {u 1 ,u 2 ,u 3 } e uma base ortonormal. 


Observe que dos vetores originals da base p o unico que foi preservado, pelo menos em sua 
diregao, foi o vetor v t , a partir do qual foi iniciado o processo de ortogonalizagao. Partindo da 
mesma base p poderemos obter uma outra base ortogonal p' iniciando o processo, por exemplo, a 
partir de v 3 . 


7.9.3 Exemplo 

Determine uma base ortonormal (em relagao ao produto interno usual) para o seguinte subespago 

de R 3 : V = {(x, y,z ) e R 3 \x — y + z = 0). 

Solugao: V = ((y - z,y,z); y,zeR}. Logo, V = [(1,1,0), (-1,0,1)]. A partir desses vetores 
determina-se uma base ortonormal utilizando o processo de Gram-Schmidt: 


v\ = v 1 = 
v' 2 = V 2 ~ 


( 1 , 1 , 0 ) 


(v 2 ,v'l) 

(v'l.v'i) 


(-1) /-I 1 \ 

(-1,0,1) -y (1,1, 0) = ( T ,-,i) 


-1 1 
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Portanto, /?' = 



e uma base ortonormal. 


♦ Exerci'cio 

Sejam v 1 =(1,1,1), v 2 =(0,1,1) e v 3 =(0,0,1) vetores do R 3 . Esses vetores constituem 
/? = (v 1 ,v 2 ,v 3 } nao ortogonal em relagao ao produto interno usual. Obtenha uma 
{n 1 ,u 2 ,u 3 } que seja ortonormal. 

Res p :u i = (sAA)' U2 = (SAA)' u = = (°’^A) 


uma base 
base /?' = 


♦ EXERCICIOS (Produto Interno) 

Nos problemas de 1 e 2 considerando os vetores v 1 = (a: 1 ,y 1 ) e v 2 = (x 2 ,y 2 ) do espago vetorial 
V = R 3 , verificar quais fungoes F: V x V -> R, definidos em cada urn deles, sao produtos internos 
em V. 

1) F(y i,v 2 ) = (x 2 ,y 2 )) = x x x 2 + x x y 2 + x 2 y x + 2yiy 2 

2 ) F(v 1 ,v 2 ) = ((Xi.yi), (x 2 ,y 2 )> = x x 2 + x 2 2 + y x y 2 

Nos problemas 3 e 4, considerando os vetores u = (x u y 2 ) e v(x 2 ,y 2 ), calcular os produtos internos 
indicado em casa urn deles. 

3) < u, v >= X!.x 2 + y-|.y 2 , para u = (1 , -1 ) e v = (-7, 4). 

4) <u,v >= 3x^X2 + 4y 1 .y 2 , para u = (2, 3) e v = (-5, 3). 

Nos problemas 5 e 6, considerando os vetores u = (x 1 ,y 1 ,z 1 )ev = (x 2 , y 2 , z 2 ) calcular os produtos 
internos indicados em cada urn deles. 

5) < u, v > = xix 2 + yiy 2 + ziz 2 para u = (6, 4, 2) e v = (2, 3, 5) 

6) < u,v > = 4x^X2 + 2y!.y 2 + 6z!z 2 para u = (1 , 1 , 1) e v = (1 , 0, 1) 

Nos problemas 9 e 10, calcular o modulo de cada urn dos vetores do R 3 , em relagao ao produto 
interno < v lt v 2 > = 4x^ 2 + 2y^ 2 + Zi.z 2 com Vi = (x l5 y h z-,) e v 2 = (x 2 , y 2 , z 2 ). 

9) v = (3, -1 , 4) 

10) v = (-2, -5, -7) 


Nos problemas 15 a 17 calcular a distancia entre os vetores u e v, adotando o produto interno 
usual. 

15) u = (5, 6) e v = (-10, 7) 

16) u = (-3, 1, 9) e v = (8, 14, 6) 

17) u = (4, 1, 7, 9) e v = (2, -3, -5, -11) 


Nos problemas 18 a 21, considerando o produto interno usual no R 2 , R 3 ou R 4 , calcular o angulo 
entre os pares de vetores dado em cada urn deles. 

18) u = (1, 0, -3) e v = (3, 1,0) 


19) u 


V2 


e v 


V3 S 


20) u = (3, 1,-7)ev=(0, 1,3) 

21) u = (1 , 2, -1 , 2) e v = (0, 1,-1, -2) 
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22) Dadas duas matrizes quaisquer u = 


c'j d ^ 


e v = 


a 2 k>2 
c 2 


, do espago vetorial V = M(2 x 


2), munido do produto inteiro < u,v > = a^.^L 2 +'o^.b 2 +c^.C 2 +d^.d 2 e dados os vetores 
u = e v = ^ _° 2 j, calcular: (a) ||u + v||; (b) d(u, v); (c) o angulo entre u e v. 


23) Considerando no IR 3 o produto interno usual, calcular os valores de m para os quais os vetores 
u e v sejam ortogonais. 

a) u = (3m, 2, -m) e v = (-4, 1 , 5) 

b) u = (0, m-1, 4) e v = (5, m-1, -1) 


24) Calcular um vetor v simultaneamente ortogonal aos vetores v 1= (1,1, 2), v 2 = (5, 1,3), do 
espago vetorial V = R 3 em relagao ao produto interno usual. 

25) Calcular um vetor unitario u simultaneamente ortogonal aos vetores v 1 = (1 , -1 , 2) e v 2 
= (2, 1 , 0) do espago vetorial V = M 3 em relagao ao produto interno usual. 

26) Dado o espago vetorial V = M (2X 2 ), munido do produto interno definido no problema 22, 
calcular “x” de modo que: 

M = [1 e V = ^ _^ ], sejam ortogonais. 

27) Sendo V = M 4 , munido do produto interno usual, determinar um vetor nao nulo v e M 4 , 

simultaneamente ortogonal a v 1 = (1 , 1 , 1 , -1 ) e v 2 = (1 , 2, 0, 1 ) e v 3 = (-4, 1 , 5, 2). 

28) O conjunto B = {(2,-1) , (K, 1)} e uma base ortogonal do M 2 em relagao ao produto interno. 

<(xi,yi), (x 2 ,y 2 )> = 2 x!.x 2 + x^ + x 2 .y! + y^.y 2 

Calcular o valor de K e obter, a partir de B uma base B' ortonormal em relagao ao produto interno 
dado. 

Nos problemas 29 a 31 , e dada em cada uma deles, uma base A, em relagao ao produto interno 
usual. Determinar, a partir de A: 

a) Uma base ortogonal B, utilizando o processo ortogonalizagao de Gram-Schmidt. 

b) Uma base ortonormal C, normalizando cada vetor de B. 

29) A = { Vl = (3, 4), v 2 = (1 , 2)} 

30) A = { Vi = (1 , 0, 0), v 2 = (0, 1, 1), v 3 = (0, 1,2)} 

31 ) A = { Vi =(1,0, 1), v 2 = (0, 1, -1), v 3 = (0, 3, 4)} 
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32) Determinar os vetores (a,b,c) para que o conjunto B={(1,-3,2), (2,2,2), (a,b,c)} seja uma base 
ortogonal do R 3 em relagao ao produto interno usual. 

33) Em P 2 (R) com o produto interno dado por (f,g) = f* f(t)g(t)dt, calcular a norma de fit) 
onde: (a) fit) = t; (b) fit) = -t 2 + 1 


34) No espago vetorial P 3 (/?) considere o produto interno definido anteriormente. Calcular 
(fit), git)), 11/(011, ||0(OII. 11/(0 + 9it)\\, quando fit) = t 3 - t - 1 e git) = t 2 + 1. 


35) Considere em P 2 iR) o produto interno definido no exercicio 1. Nessas condigoes, para que 
valor de m, fit) = mt 2 - 1 e ortogonal a git) = t? Resp: m=2 

36) Mesmo enunciado do exercicio anterior mudando somente o produto interno: (f,g) = 
f^fit)gi t)cLt. Resp: Para todo m real. 

37) Seja /? uma base de V. Utilize o processo de Gram-Schmidt para encontrar uma base 
ortonormal /?' de V em relagao ao produto interno usual. 

a) \I=R 2 , f = {(1,2), (2,1)} 

b) y=R 3 , p = {(1,1,0), (1,0,1), (0,2,0)} 





38) Seja V = R 2 (espago vetorial) e os vetores u = (u 1; u 2 ) ev = (vi,v 2 )- A fungao (u, v) = 2 u 1 v 1 + 
u 1 v 2 + u 2 v i + u 2 v 2 define urn produto interno em R 2 . Ache uma base ortonormal p' de R 2 a partir 
da base p = {(-1,1), (1,1)}. Resp. p' = {(-1,1), (0,1)} 
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39) Seja o espago das fungoes contmuas em P 2 (M) no intervalo [0,1] em que o produto interno e 

<r,s>= I r(x).s(x)dx. 

-'o 

A partir da base de P 2 (M )< « = {/(x), g(x), /i(x)}, construa uma base ortoonal a' em relagao ao 
produto interno dado, onde 

/(x) = x, g(x) = x 2 — 1, h(x) = 1. 

Resp: 


f'=f = x 

(g.n ,, 3 

9 = 9--(f7j - } f =-l + 4^ + ^ 2 
,, , {h,f) (Kg') , 

= (FT) ~W7n 9 


( f'.n = ; . (a./') = <*•/'> = J (*'3') = 


RESPOSTAS (Produto Interno) 

1) E produto interno em V. 

2) Nao e produto interno em V. 

3 ) <u,v>= —11 4) < u, v > = 6 5 ) < u, v> = 34 6 ) < u, v> = 10 

9) ||i;|| = 3V6 10) ||i7|| = VTl5 

15) d(u,v) = V226 u. c. 16) d(u,v) = y/299 u. c. 17) d(u,v) = 2V141 u. c. 

1 8) 0 = cos -1 = 73° 19 ) 9 = 0° 

20) 8 = cos" 1 (- = 145° 21)0= cos -1 (- = 97° 

22) a) \\v + u|| = Vl9 u. c. b) d(u,v) = V35 u. c. c) 0 = cos -1 = 108° 

23) a) m = ^ b) m = 3 ou m = — 1 

24) v l vl e v l v2, se v e S = {(x, y, z) e M 3 1 y = lx , z = -4x)}. Por exemplo, para x = 1, temos 
v = (1,7, -4). 

25) ulrleui i;2, s e u = k 2 ^ )’ P ara e 
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26) x = 12 

27) v 1 vl, v 1 v2 e v 1 v3, sere V = {(x,y, z, w) e M 4 | y = — |jx,z = ^x, w = ^x}. 
Por exemplo para x = 1, temos v = (l, - 0. 


28) k = 


B' 


-{(f^).(=f,f)} 


V5 3V5\ 


29) B = {(3,4), £4)} 

30) B = {(1,0,0), (0,1,1), (O-y^)] 

31) B = {tt0,l),(i,l,^),(?,^)} 




c = {d,o,o),(o,f,f),(o,=y,f)} 

r _ {(^ f) ^ — V6\ /— V 3 V3 V3\) 

_ IV 2 ' ' 2 / ' V 6 ' 3 ' 6 / v 3 ' 3 ' 3 / j 
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32) (-5t, t, 4t), t * 0 


